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Bei H. W. Schmidt in Halle sinil ferner erschienen: 

Darstellende Optik 

*'. lEngel, u"<i JSC. Schellbach, 

Lehrer der darsleilenden Prof. d. Malh. u. Phys. am Friediidi- 

Geomelrie. Wiltelms-Gimn. u. d. Matt. a. d. allg, 

Kriegsschule, 
Gebunden 8 Thlr. 15 Sgr. 

Dieses schätzbare Werk hat nicht nur das k. k. Oestreiclii- 
sehe Tlntemchts-Ministerium den Lehrern der Physik an Gymnasien, 
Eealscliulen und höheren Lehranstalten aur Anschaffung für deren 
Lehrmiltel-äammlungen empfohlen , sondern auch die Mitglieder der 
kgl. Preusa. Akademie J. J. Enehe, Director der Sternwarte au Berlin, 
Poggendorf, Dincktel, Mitscberlich, Dave, Jacobi und Magnus sprechen 
sich in höchst anerkennender Weise wie folgt über dasselbe aus. 

Die yerschiedeoen Geslallen, iinler welchen Gegenslande erscheinea, wean die 
von iliaen ausgeheadea Strahlen durch Itelle»on ixler Berraction ins Auge gelangen, han- 
gen van den Brennlinien ab. Lassnn sieb aucb die Sjiilzea dieser Linien leicht aus ih- 
ren Gleichungen coastruiren , so wird doch das wirkliche oder Tirtuelie Bild der Objecie 
schon dnrcli den Ort des Auges so modificirl, dasa eine analytische Betrachtung nicht ge- 
eignet iit, die grosse MannigFalügkeit der hier eintretenden Fidle Ubcrsiclitlich darzulegen. 
Sowohl für das Selbststudiam als besonders auch Inr den Unterricht in Lehranstalten ist 
es zur «eiligen Deatlicbbeil fast unamgäuglich noibwendig, eine graphische Darsleilnng 
mindestens in der Ebene zu Hülfe zu nehmen. Die Herren Professor Scheltbacb und 
Zeidienlehrer Engel haben zn diesem Zwecke in einer Beihe von Zeichnungen den Strah- 
lenbnschel, der von einem ie'uchtenden Punkte ausgeht, mit überraschender Klarheit aus 
seinen einzelnen Sirahlen unmittelbar dargestellt und den Weg jedes ^nzelnen gebrochenen 
oder refleetirtea Strahles strenge verxeicbneL, so dass die sich bildenden Brennlinien nicht 
construirl werden, sondern sich selbst erzengea. Zur Erleicbterang der Einsicht in die 
banptsächlicbslen hier vorkommenden Fälle, ist jedem ausgeführten Blatte eine Skizze zu- 
gegeben, welche, meistens filr drei Stellen des Auges, die HodiflcaliDuen der Bilder an- 
giebl. In den bisherigen Heften ist die Reflexion von einer ebenen Flache und von 
Hohlspiegeln, so wie die Refraclion ans einer ebenen Wasserfladie und in sie hinein, die 
einfädle Linse jeder Galtung, das vollständige Galilei'sche Fernrohr und die Erschemnng 
des Kegenbogens auf diese Art behandelt. 

Bei dem lebhaften Wunsche, einem Unternehmen , welches eine ungemeine Kunst- 
fertigkeit der Zeichnnng und ebenso grosse des Stiches voraussetzt, und welches lur das 
Selbststudium und den CnterricHt in der Optik, besonders auch in den grüsseren Lehran- 
stalten , sowie für ^en ausübenden Optiker, ein so H-esentlicbes und bisher son den Mei- 
sten, die ernstJieh sich mit dei- Wissenschan bescbaft^en, wohl schmerzlich entbehrtes 
Hülfsmittel darbietet, dabei aber auch, als reines Privat-Unternebinen ohne die Untersta- 
izong des bei demselben belbeiliglen Publikums , nicht zu Ende geführt werden kann, die 
erforderhche Anerkennung zu versdialTen, haben die Unterzeichneten geglaubt, es sich er- 
lauben zu dürfen, die Aufmerksamkeit der Privatmänner und besonders auch der öflent- 
Itchen Lehranstalten darauf zu lenken. Sie sind überzeugt, dass das Studium und der An- 
blick der Zeicbnnngen selbst denen, die theoretisch «öllig mit der früheren Behandinng 
vertraut sind, höchst willkommene Anhaltspunkte darbieten werden, vorzugsweise aber de- 
nen, die in die Wissenschaft erst eingeführt werden sollen, und denen eine recht klare 
Darlegung der Einzelheiten allein das richtige Versländniss eralßien kalin, von dem grössten 
P(utzen sein werden. Der Unterricht in der Optik auf Gjmnasien, der doch bei der immer 
grösseren Verbreitung optischer HüHsmiltel — man erinnere sich nur der Mikroskope — jetzt 
unumgänglich ist, um wenigstens eine ElüSicht in den wesentlichen Gang der Erscheinun- 
gen zu geben, kann dadurch ohne allzugrossen Zeilaufwand und auf eine für die grössere 
Hehrzahl der Schaler zuvcrläss^ zugängliche Weise ertheilt werden. 

Indem wir hiermit schliessen, glauben wir wohl den Lehrevn 
und Gelehrten Europa's und des Auslandes ein Werk empfehlen i.u 
dürfen, welches sicli die vollste Anerkennung verschafft hat, und wei- 
ches der vollständigsten Beachtung bedarf, um die namenlose Mühe 
der Verfasser einigeimassen zu lohnen. 
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In derselben Verlagsbuchhandlnng ist erschienen: 

Analytische Geometri« 

Von Ii. A. Sohnche. 

Mit 12 Kupfertaf. 1851. 2 Thlr. 



fS t a t f k 

I Mt. j€. Sohncke , lierausfiegfiben von Mi.. Schwars* 

Mit 5 Stdrcküln. 1853. 1 Thlr. 

Jlitalqttfdic Ipantib 

>on Tj. A.. Sohncke. bearbeitet von H. SchwarS* 

Mit 2 Figiirentafelii. 1S54. 1 Thlr. 

I)er be°le ßrweis Tiir die nveckmässige ISehandliing dieses Gegenstaades möcble 
er sein di<« dieses lehrbiidi in mehreren Lehranstalten, üniversItMüD etc. be- 
mgeriLhil nniT dt.ii \or1esungeil 2U Grunde geteiil wird. 



T e r s u c h 

einer 

PIliiosopIlic der Matlieiiiatik 

mit einer Kritilc der Aufstellungen Hegels 
iilior de» Zweck luit! die Natur täer liöhereii Analysis. 

Vnii 

Hermann l^lcliwarz. 

Ibäi. 8. Preis 1 Thlr. 10 Sgr. 

Rintheilung: 1. l^iiilFiiimg', logische Entwickelung des BegrilTä Quanliiai, 
2. enlwicilelungdes heslimmlen Quantums, 3. Begriff der Function als reale Eli slvnz des 
diikret-conlinuirlicben QiiaiiMims, 4. VerhüUiiiss der vorliergegangeiieii Entivie Gelungen 
zu HeRele UesiiinmuDgeu , h. ßn^irlB: der llisctplinarqnolienlen , 6. Begriff des nnend- 
lich Kleinen, 7. Ilegel's Kritik der ßrenzmelhode, S. Ilegriff de» hestimmlen Integrales 
nnd allgemeine ReduUate ffir die l'hilosophie der höheren Reuhnniig, 9. Funclionen- 
Üntcill, 10. Hegel's VerhSlIniss zn l.agrjnge'a DerivBlionscatcill. 

Allgemein wird ubige Schrirt als eine der bedeutendsten nnd interessantesIeD 
Rrsclieiniingen im Gebiete der höheren Halbemattk anerkannt, 

Fine längere Kritik in derZeilschrin Br Gyiunasialwesea V[l[. 3. scbliessl z.B.: 
„Wir liaben die nnhedingie Anerkeniiang der ganieu Arbeit genugsam in unserer gan- 
zen Besprechnng lierior treten lassen, so d.iss wir hiernlier nichts neiler zu sagen ha- 
ben. Wir nrfinschen dem Werlie vurneiimlicb ein lebhaftes Interesse auT den Lehr- 
stühlen der fhilo^^otihie und Malliemniih ; tut die Beh.indlung des höheren Calcüls dilrfle 
ea Hohl epocliemachend iverdeii." 



Berhiknn, W.t Lehrbuch der unbestimniten Analytik. Ir Band: 
Die Äuflüsnng der Diophant Ischen Gleichungen ersten Grades für 
höhere Lehranstalten, 1855. 1 Thlr. 5 Sgr. 

— — 2r (letzter) Band: Die Auflösungen zweiten Grades. 1856. 

1 Thlr. 15 Sgr. 
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Du OailSS disqnliftlones arUbmeficae im Buchhandel 

seit langer Zeit verg^riffen sind, so wird für das mathematische Publi- 
kum das in meinem Verlage eraehieaene Werk: 

Die SEahlentlieorie, von Dr. H. Schwarz, 

welche sich eng an die &au3B'Bohen Unters uclinngeii ansthlieaat, gewiss 
eine »ehr willkommene Eraclieinung aein und gcnamitea Werk orsctacn. 

Elemente dei* Zaiileiilheoric 

von Dr. Herrn. Schwarz, 

29 ßg. gr. 8. 2^3 Tlilr. 
nie Zahlenlheoria isl in der Neiiieil ein l.ieblinB^flruiiiim für alle diejenigen 
HaLhemtiliker (^uurordeD, die tiefer in ihre WissensctiaCt eimugahen das Bediirfniss ha' 
ben, ßlcichnobl bietet, das VcrsländnibS des hierher einscblaKcnüen HauplwerlieH „Ui- 

äalSlUOBes arlthmeticae ed- Kanss" so roannichrnitiRo Sf-hwiengkeilen und Js 
M erwähnte Werk iiberhenpl EChan au seilen nnd kostspielig uennrden, dass ein Lebr- 
boch schon lange Zeil dringendes Bedarruiss nar. 

Vorstehendes l.ehrbueh enthüll, indem ss sich soviel als maglieh an die Geuss'- 
Gchan Unlersachungen anschliesal, die weienlllchslen EJernenIa dar Zahleulliforie, de- 
ren Kennlniss zu einem nreiieren selhelütändigen Studium befabifil, und es hl durch 
die Form der Darstellung Sorge Kelragen, dass dieses Wejh aaclt solchen empfohlen 
werden könne, welche von der Malhematih nur so viel wiesen, aU auf tismnasitn und 
Realschulen getrieben wird. 

Sammlung von Au(gaL3n 

DiiTereutial- und Integralrechnung 

von Wi, A. Sohneke. 

gr. S. 1850. 2 Thh 
Gruiierl's Arciiiv der Mslbemalik für 1850 giebt im 14 LJe 2 Heft btr ge 
nanpLcs Werk folgendes Unheil: Wir haben uns beeilen 2u müssen ^''^lai^t > M« 

Lehrer det hSbeten Aoalysts, nnd alle Anflgger la dieser Wissenschaft, 

welche beabsichtigen, sieb in derselben fester in set?en nnd sieb eine lachtige Hebung 
im Differentiiien und Inlegriren ?ii verscbaffen , auf dietei gewiss sehr nützliche und 
den üul«rlohte in der Anslysis gewiss selir ffirderlrlc Buch iiufmeilf'am zu machen 
und empfehlen diisselbe nochmals zur gefälligen Bedchtnng 

Schldmilcll. OSlb.. Dr., der Attractionscalcul Mit 2 Kupf 
gr. 8. 1S51. JO bgr 

— — Theorie der Differenzen und Summen gi ^ Ibbg l'/a Ihlr 

— — Allgemeine Umkehrnog gegebener Functionen gi S 1849 

16 &gr 

Gerhardt. I., die Oosehichte der höheren Analjhis 1 Abthlg 
die Entdeckung der höheren Analj-sis. Slit 2 bi,hrifttafdn 1855. 
I.Band. l'/ä Thlr 

— — Die Entdeckung der Differentialrechmmg durch G V< v Leib 
niz mit Benutzung der Leibni z'schen hlanuBcrii fe M Kpf 
4. 1848. % -Thlr. 
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IW.E.Bary'S neue physikalischeProbleine. Für die oberen 
Classen höherer Lehranstalten, Gymnasien, Realschulen, sowie für 
Studirende und Lehrer der Mathematik und Physik, Von Dr. F. 
A. Korschel, ordentl. Lehrer der Realschule zu Burg, Mit 3 Kn- 
pfertafeJu. 1857. 1 Thlr. 6 Sgr. 

Herr Direklor Dr. Wiegand sagt flbw vurliegendes Werk; 
Die nouFeaui Problimes lie Phpiqne elc. par M. E. ßery gehören anfllreil^ 
III dem A«9gezeiclin*laten, was die französiscbe Lileralur in diesem Genre geliefert bsl. da- 
bei geben sie äa ansserortlenllicb güneliges Zcagniss über die Leislnngen ia der Physik 
auf den franjösischea Lyceen, Wenn irolzdein dieses vortreffliche Werk, das ia erster 
Auflage bereits im Jahre 1S3S erschienen ist, bis jetzt noch keinen deutseben Uebersetier 
gernnden hatte, so können wir nns dies nicht anders erklären, als dass einmal die dem 
llebersetzer hier enigegentretenden , besonderen Schwierigli eilen davon abschreckten, dann 
aber, dass der in dem Werke eiagenommene Slandpuokt vielleicht Manchem als raa tüi 
die deutschen Schulanstalten zu hoch gegrifTener erscheinen mochte. Was den ersleren 
Pankt anlangt, so mOssen wir dem Herrn Dr. Korschel das Zengniss geben, dass er jene 
Schwierigkeilen In dem Maasse überwanden hat, das3 wohl nicht leicht Jemand daran er- 
innert werden dürfte , dass er eine Ueberseliong vor sich habe. In Betreff des zweiten 
Pnnkles aber sind unsere Real-, höheren Gewerb- und polytechnischen Schulen, wie sie 
dermalen sind, auf einer Entwickeln ngsslnfe angelangt, wo auch die nur mit Hslre der 
Inftnilesimal-Hecbnnng lösbaren Aufgaben tn das Bereich des Unterrichts sebr wohl gezo- 
gen werden können. Wir müssen deshalb das Unternehmen als ein vorkommen zweck' 
gemässes bezeichnen und zweifeln nicht, dass die gehobenen Schulen der erwähnten Art 
die fleissige Arbeil des Herrn Ueberselzers , die sich anch durch eine äusserst geschmack' 
volle Ausstattung auszeichnet, mit lebhafter Freude begrüssen werden. 



ITIilcS Bland'S sämmtliche algebraische Gleichungen des l.u. 2. 
Grades theils mit, theils ohne Auflösungen. Mit einem Anhange, ent- 
haltend : Aufgaben aus der höheren Mathematik, herausgegeben von 
C. Girl. 2 Bde. 1857. Ir Bd. 2 Thlr. 2r Bd. 20 Sgr. 



WelSSenbOrn, Dr. Herrn., Uie Principien der höheren Aoa- 
lyais in ihrer Entwickelung von Leihniz bis auf Lagrange, ein hi- 
storisch-kritischer Beitrag zur Geschichte der Mathematik. Mit 3 
Figurentafeln. 1856. l'/j Thlr. 

(Enlh. die Fluslons-, Diffeiential - and Derivatiansrechuung.) 

TVieg'anil, A.. Sammlung von mehr als 300 geometrischen Lehr- 
sätzen und Aufgaben, enthaltend des Herrn Professor Jacobi An- 
hänge zu van Swinden's Aufgaben der Geometrie. Mit Be- 
weisen, Auflösungen und Zusätzen. 2 Bde, M. 26 Figurentafeln. 
1847 u. 48. 8. l*ls Thlr. 

HelltVig^» C.» Das Problem des ApoHonius nebst den Theorien 
der Potenaörter, Potenzpuakte, Aehnlichkeitsp unkte, Aehnlichkeits- 
geradeu, Poteuzkreise, Pole und Polaren im Sinne der neueren Geo- 
metrie für alle Lagen der gegebenen Ki'eise. Mit 4 Figurentafeln. 

15 Sgr. 

fiinncn Kurzem erscheint: 
Bllimlierger } Elemente der der neueren Geometrie angehörigen 
Theorien, c. 10 Eg mit Kpfrtfln. 
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Problem des Pappns 

von den Berüliran^en > 

durch die geometrischen Oerter 

einer Reihe von Lehrsätzen und Aufgaben über Berührungen. 

Zur Beförderung des geometrischen Stiidiums 

in den miUleren und oberen Claisen 

der Gymnasien, Real- und Gewerbsehulen 

TT. Berkhan. 



Mit 4 Figurentafeln. 



Halle, 

Druck und Verlag von H, W. Schmidt. 
1857. 
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Vorwort» 



Nichts fordert den Foitscliiitt des ^poiiulusilien Muilium'J 
eines Schulers mehr alb dds selbst indige Auflasen Vün Aufgaben 
indtm llieils die gefundene Constiuctioa dem tedichtnisse sich 
stärker einjiagl Iheils durrh die Lifinduiio>.f[Ludt dis wissen 
M.baftliche Interesse eihoht wird 

Zu diesem Ende bedarf e« aber eines \orhildps lon aiipe 
messener Art Für die geiadlimgen Figuren bieten die ^eiwand 
Innren dei Fhchen deien l^renzen und die Tbeilungen derselben 
allerdings vieJlachen Slufl alkin die Eigenschaften des kreises ^ 
diesei eisten und einfachsten lUer ki ummhn igen Figuren — haben 
m<.b mehi Anspiechendes und * erdienen dabei dls ein zweites 
Stadium vorzugsnei e Berucksitbligung 

Um das erwunschtu Ziel zu eireidiLn schien es nur nun 
zneckmassigei dei analjtis ben Behandlung die ronstructne Losung 
vorangehen zu lassen da der Anfanger hiberconslruirt als rechnet 

Sibald nun der Schulei die enizehien Fille die is Pioblems 
in sieb aufgenommen hat wird es für ihn zntckmdssig sein den 
einen oder andeien leichteren Fall des compjicirten Apolloniani 
sehen Problems selbständig autzulosen und zwai zuniclist wieder 
auf rein conslructivem Wege sodann aber zu dem analytischen 
■Verfahren zu schreiten vorausgesetzt dass der leitende Lehrer 
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seinen Cursus schon bis über die Construction der Gleichungen 
fortgeführt hat. 

Der Verfasser Iiat seit einer Reihe von Jahren seine Schüler 
bevor die AehnHchkeitstheorie erklärt war, das Berührungsproblem 
aiialygiren und auflösen lassen und dabei die erspriesshcbsten Fort- 
schritte wahrgenommen; in den höheren Classen ward dann, nach 
Absolvirung des Abschnittes von der Proportion und Äehnlichkeit 
der Figuren, das Problem des Äpollonius constructiv durchgeführt; 
jedoch meistens nur so weit, dass die Schüler, mit den Höifs- 
sätzen vertraut, das Uebrige zum Privatstudium in den Ferien 
machten. Bei der Anwendung der Algebra auf die Geometrie in 
den oberen Classen wurden wieder mehrere Berühr ungsaufgaben 
erläutert und das Weitere dem Privatfleisse überlassen. 

Möge nun diese kleine Schrift, an welche sich eine andere 
von Hellwig*) sehr gut anschliesst, beitragen, die Liebe zur 
Geometrie zu fördern und dem Selbsludium einen neuen Impuls 



W. Serhhan. 
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rappus, ein griechisclicr Mathematiker der Älexandrini- 
schen Schule, lebte im vierten Jahrhundert nach Christi Geburt 
und lehrte die Mathematik zu Älcxandrien. 

Die Bücher des Euklides und Äpollonius — des grossen 
Geometers — commentirte er mit vielem Scharrsimie und seinen 
Schriften verdanken wir die meiste AulTtlärung über die Geschichte 
der griechischen Mathematiker. 

Das zusammengesetztere ApoUonianische Problem von den Be- 
rührungen (izs^t sTiaifwv) , worüber Äpollonius zwei Bücher ge- 
schrieben hatte, die aber leider verloren gegangen sind, verein- 
fachte Pappus dadurch, dass er nur zwei Elemente von Puncten, 
Geraden und Kreisen als gegeben annahm , wodurch dasselbe we- 
sentlich leichter ausfiel und jenem zur Vorbereitung dient. 

Die Aufgabe des Pappus lautet: 

„Wenn von Punkten, Geraden und Kreisen irgend zwei in 
derselben Ebene der Lage nach gegeben sind, einen Kreis von ge- 
gebenem Halbmesser zu beschreiben, welcher die gegebenen Puncle, 
Geraden oder Kreise bm-ühre." 

Diese allgemeine Aufgabe begreift sechs besondere unler sich. 
Es können nämhch gegeben sein: 

1) zwei Puncte P, P; 

2) ein Punct und eine Gerade Pr G; 

3) ein Punct und ein Kreis P. K; 

4) zwei Gerade G, G; 

5) eine Gerade und ein Kreis (r, K; 

6) zwei Kreise h, K. 

Dass hier nicht mehr Fälle möglich sind, folgt aus dem be- 
kannten Gesetze der Combinationslehre , gemäss weichem die An- 

Berkkan, Probtem des Pappus. 1 
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zalj] aller möglichen Combinationsformen zur Classe 2 aus 3 un- 
bedingt wiederholbaren Elementen , nämlich : 

C[l, I, 2, 2, 3, 3] = ^11+1) ^ g sein „„gg^ 
indem allgemein für n Elemente 

Die einzelnen Kombinationen sind : 

il; 12; 13; 22, 23; 33. 

Aus der Kreislehre werden folgende Lehrsalüä als bekannt 
vorausgesetzt : 

1. Ein Perpendikel auf des Kreises Halbmesser durch des- 
sen Endpunct im Umkreise liegt mit allen übrigen Puncten ausser- 
halb des Kreises ; jede andere durch denselben Endpunct gezogene, 
gegen den Halbmesser schief gerichtete Linie schneidet den Kreis. 

2. Ein Perpendiliel auf die Tangente im Berühr ungspuncte 
geht durch des Kreises Mittelpunct. 

3. Ein Perpendikel aus dem Miltelpuncte des Kreises auf 
eine ihn Berührende gefällt, trifft den Berührungspunct. 

4. Der nach dem Berührungspnncte einer Tangente gezogene 
Halbmesser steht auf dieser senkrecht. 

5. Die Stücke zweier sich schneidenden Tangenten, welche 
zwischen dem Durchs chnittspuncte und den Berührungspuncten 
liegen, sind gleich gross. 

6. Bei zwei sich berührenden Kreisen liegen die Mittel- 
puncte und der Berührungspunct in einer geraden Linie. 

7. Stehen die Mittetpuncte zweier Kreise «m die Summe 
ihrer Halbmesser von einander ab, so berühren sich die Kreise 
von aussen; und stehen sie um die Differenz der Halbmesser von 
einander ab, so berütu't der eine Kreis den andern von innen. 



I>er geometrische Ort. 

In Beziehung auf eine Ebene versieht man unter einem geo- 
metrischen Orte jede gerade oder krumme Linie, oder 
auch eine Fläche, in welcher ein gesuchter Punct liegen muss, 
um einer Bedingung Genüge zu leisten. So ist z. B. bei einem 
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gleiohsclienkligen Drciocke das Perpendikel diircli die Milte der 
Basis ein Ort für die Spitze aller auf dieser luugliehen gleicli- 
schenkligen Dreiecke. Ebenso ist der geometrisehe Ort eines 
Puncles P, dessen Abstand oder Entfernung von einer Geraden ge- 
geben ist, eine mit dieser parallel gezogene Linie in dem gege- 
benen Abstände. 

Soll ein Punct bestimmt werden, welcher von einem gege- 
benen Ä, eine bestimmte Entfenmng = a hat, so beschreibe man 
mit dem Halbmesser AB =: a um A einen Kreis; die Peripherie 
ist der gesuchte Ort. 

Wollte man in einem gleicliseiligen Dreiecke denjenigen Punct 
haben, aus welchem Perjjendikel auf die drei Seilen gelallt, die 
Summe derselben dem Höhenperpendikel des Dreiecks gleich sei : 
so würde jeder in dem Dreiecke angenommene Punct das Verlangte 
leisten und ist also die gesammte Fläche des Dreiecks der geo- 
metrische Ort für solchen Punct 

Zwei sich schneidende Ocitei bestimmen din teste Lage eines 
gesucliten Punctes ^oi lusgesetzl da'is nui em Durchschnitt slatt 
findet Buuhit em Oit den andern so giebl es ebenfalls nur 
einen PuncI Findet hei der Beslnnmung emts Punites kern 
Durchschnitt seiner geo ine Ina eben Oerter statt ao lat dies em 
sicheies /eichen dass die Aufgabe unm glich lal 

Diesea wird hinieichend sein die folgend n \ul1uai]n^en ^e 
liorig zu verstehen 

1. Aufgabe, P.P. 

Es sind negeben zwei Pimcle; man soll einen Kreis beschrei- 
hen von gegebener Grösse il. lt. mit genehmem Halbmesser, der 
durch diese Punete gebt. (Fig. I.) 

Auflösung. 

Es seien A und B die gegebenen Puncle und die Linie r der 
gegebene Halbmesser, 

Da nun die auf AB durch deren Milte C gezogene Senkrechte 
MiV der geometrische Ort für die Centra aller derjenigen Kreise 
ist, welche durch die Puncle A und B gehen; so ist der Mittel- 
punct des gesuchten Kreises bald gefunden, indem man nur nüthig 
bat, aus A (oder B) mit der gegebenen Radiusvveile AD = r um 
A einen Kreis zu J)egchreiben , welcher die Senkreclite in D und £ 

l* 
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schneide. Der aus D (oder E) mit r besdiriebene Kreis ABF 
(oder ABG) ist der gesuchte. 

Beweis. Man ziehe AD, BD, so ist einleuchtend, dass 
A ACB E^ A DCB sei, folglich ist DA= BB= r. 

Discussion. Die Auflösung ist nur so lange möglich, als 
r5>JJß oder r=:^AB ist; in diesem Fall ist der Kreis ein Mi- 
nimum; sie wird jedoch unmöglich, sobald r<JAß. Ist daher 
r'!>^AB, SU leisten immer zwei der Lage nach verschiedene Kreise 
das Verla ngte- 

II. Aafgabe. P, G. 

Es ist gegeben ein Punct und eine Gerade; man soll mit 
dem gegebenen Halbmesser einen Kreis beschreiben, welcher die 
Gerade berührt und durch den gegebenen Punct geht. (Fig. 2.) 

Auflösung. 

Sei A der gegebene Punct und BC die Gerade ; dann können 
zwei Fälle stattfinden: es hegt entweder A in der Geraden BC, 
oder ausserhalb derselben. 

Fall 1. Der Punct A liege in BC. 

Im Puncte A errichte man ein Perpendikel AF auf BC und 
verlängere dasselbe nach der entgegengesetzten Seite. Alsdann 
mache man ^D=:i4ß=dem gegebenen Halbmesser r. Wird 
nun um D mit DA der Kreis ÄHF, und um E mit EA der Kreis 
ÄIG beschrieben, so leistet jeder von ihnen das Verlangte (Salz 1). 
Fall 2. (Fig. 3.) Der Punct A liege ausserhalb BC. 

In BC nehme man willkürlich einen Punct C, errichte auf 
BC und zwar auf der Seite, wo A liegt, ein Perpendikel Cfl, nehme 
auf demselben CD = r und ziehe DF¥rBC, so ist DF ein Ort für 
den gesuchten Mittelpunct. Ferner beschreibe man um A mit dem 
gegebenen Halbmesser r=AE einen Kreis EFI, so ist dessen 
Peripherie wieder ein Ort filr den gesuc!il«n Punct ; dieser Kreis 
möge nun die Parallele DF in ß und F schneiden: dann kann 
sowohl E als F der Mittelpunct des gesuchten Kreises sein. 

Beweis. Man falle aus E das Perpendikel EG auf BC; so 
ist GE^CD und foJgUch EG = CD ^ r. Demnach berührt der 
um B mit EG beschriebene Kreis GIA die Gerade BC (Satzl). 
Da aber auch E im Umkreise von FEI hegt, so ist EA=i EG = r, 
daher geht der um E beschriebene Kreis durch den Punct A und 
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erfüllt somit beide Bedingungen. Ebenso folgt, dass ein zweiter 
Kreis um F beschrieben , dasselbe leistet. 

Discussion. Für den ersten Fall ist die Aufgabe allemal 
möglieb und giebt es immer zwei Kreise, welche derselben Genüge 
leisten. Für den zweiten Fall bemerke man Folgendes: Schneidet 
der um A mit r beschriebene Kreis die Parallele nicht und be- 
rührt er auch die DF nicht , so ist die Auflösung unmöglich. Be- 
rührt jener Kreis die Parallele, so findet nur ein Kreis statt. 
Ausser diesen Fällen lösen immer zwei Kreise die Aufgabe. 

■II. AiifKabe. P, K. 

Es isl gegeben ein Punct und ein Kreis; man soll mit dem 

Halbmesser r einen Kreis beschreiben, welcher durch den Punct 
geht und den Kreis berührt. 

Auflösung. 

Man kann hier zwei Hauptfalle unterscheiden: 

1. wenn der Punct Ä ausserhalb des Kj-eises 
liegt {Fig. 4). 

ß) BGH sei der gegebene Kreis und A der gegebene 
Punct. Aus A beschreibe man mit AE^r den Kreis EIF, so 
ist seine Peripherie der geometrische Ort für das Oentrum des 
gesuchten Kreises. iWan ziehe aus dem Centro C des gegebenen 
Kreises willkürlich eine Gerade CD und mache BD = r. Alsdann 
beschreibe man um C mit dem Halbmesser CD den Kreis DKF, 
welcher jenen in F und K schneide ; aus F beschreibe man end- 
lich mit FA den Kreis GAI, dieser ist der gesuchte. Ein zweiter 
Kreis um K mit KA beschrieben leistet dasselbe. 

Beweis. Man ziehe CF. Da nach der Construction CF= 
CD =: der Summe der Halbmesser des gegebenen und des ge- 
suchten Kreises ist, und jeder Punct F im Umfange des um A 
mit r beschriebenen Kreises Mittelpunct des Kreises sein kann, 
der durch A geht; so ist FG — FA. Da nun CF der Abstand der 
Centra der Kreise BGH und GAI, =CG + GF, also der Summe 
ihrer Halbmesser gleich ist: so berühren diese Kreise einander 
von aussen (Satz 7). Dasselbe gilt von dem zweiten um K be- 
schriebenen Kreise. 

ß) Nachdem wie zuvor um A (Fig. 5) mit AE = r der Kreis 
EIF beschrieben worden, ziehe man aus dem Centro C des ge- 
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gebeDen Kreises eiae unbestimmte Gerade CR , macbe CM = dem 
Unterschiede der Halbmesser der beiden Kreise um C und A, d.i. 
CM = r — CG und beschreibe um G mit CM einen concentrischen 
Kreis MSO. Dieser schneide den um A beschriebenen in N und 
0; wird alsdann aus jedem dieser Puncte mit r ein Kreis be- 
schrieben, wie z. B. der ans A' mit der Weite NA, der Kreis APQ, 
so geht dieser durch den Punct A und berfilirt den gf^gebenen 
einschliesslich. 

Beweis. Durch die MiUelpuncte JV und C heider Kreise 
ziehe man den Radius A'P, so ist die Centrale CN = NP~CP 

— r—CG, also — dem Unterschiede ihrer Halbmesser, folglich 
muss der eine Kreis den andern von innen berühren (SaU 7). 

2. Der Punct A liege (Fig.6) innerhalb des ge- 
gebenen Kreises PQS, dessen Mittelpanct C und dessen Ra- 
dius CQ = R sei. 

Man schneide von CQ = R ein Stück ßQ — r ah und be- 
schreibe mit CB = R — r aus C den concen tri sehen Kreis BDE. 
Darauf beschreibe man um A mit dem gegebenen Halbmesser r 
einen Kreis DEF; schneidet nun dieser den concentrischen Kreis 
in den Puncten D und E, so ist jeder von diesen Mittelpunct des 
gesuchten Kreises. Z. B. der um E mit EA = r beschriebene 
Kreis DAP geht durch A und beröhrt den gegebenen Kreis in 
einem Puncte P, welcher in der verlängerten CE liegt. 

Beweis, Durch die Mittelpuncte E und C beider Kreise 
ziehe man den Radius CP\ so ist die Centrale CA' = CP — EP 

— R — r. Demnach nmss der um E mit EP^=r beschriebene Kreis 
den gegebenen um C in P berühren (Salz 7). Da aber auch E in 
der Peripherie des um A mit AE = r beschriebenen Kreises liegt, 
so geht offenbar jener Kreis um E auch durch den Punct A. 
Dasselbe gilt auch von dem zweiten Kreise AES, dessen Mittel- 
punct D ist und der den gegebenen in S berührt — dem End- 
puncte des Halbmessers CDS. 

Discussion. I) Für den Fall, wo der Punct A in der 
Peripherie des gegebenen Kreises liegt, kann sowohl eine Be- 
rührung von aussen, als auch von innen staltfinden. Ist der Halb- 
messer des gegebenen Kreises = R und ist r der des gesuchten ; 
so wird für r=R allemal eine Berührung von aussen und für 
r^R eine solche von innen stattfinde», indem sieb fürß = r die 
Kreise decken, also keine eigentliche Berührung mehr bestehl. 
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2) Unmöglich kann die Aufgabe werden, wenn der Punct A 
ausserhalb des gegebenen Kreises liegt und dann die Cenirale 
CA>R + 2r ist; denn so lange der um C mit Ci> = fi-l-r be- 
schriebene Kreis den um A mit r beschriebenen weder schneidet 
noch berührt, haben die beiden geometrischen Oerter keinen 
Durchschnitt. Findet die Berührung derselben statt, d.h. ist CA 
= R + 2r, so giebt es offenbar nur einen Kreis, welcher die Auf- 
gabe löst. 

3) Wenn der im Isten Hauptfalle ß) voriger Aufgabe um C 
mit der Differenz der Halbmesser (r — B) beschriebene concen- 
trische Kreis (Fig. 5) den um A mit r beschriebenen in einem 
Puncto N berührt, so wird auch der um N mit r beschriebene 
Kreis den gegebenen in P einschliessend beiiihren , da hier als- 
dann die Gerade PCNA = R+r — B+r = 2,r ist. Findet in 
diesem Falle keine Berührung des concentrischen Kreises mit dem 
um A hesciiriebenen statt, oder ist die Centrale CA^2t — ß, so 
wird ein solcher Kreis unmöglich, 

4) Berührt der (im 2ten Hauj)(falle) um A beschriebene Kreis 
den concentrisclien um C in einem Punctei>, so istü Mittelpunct 
eines Kreises , welcher durch A geht und den gegebenen von Innen 
berührt. Falls aber der mit r um J beschriebene Kreis den con- 
centrischen weder schneidet noch berührt, so wird die Aufgabe 
wieder unmöglich - 

IV, Auf gäbe. G, G. 

Es sind zwei Gerade der Lage nach gegeben; man soll mü 
gegebenem Halbmesser r eitien Kreis beschreiben, welcher die Ge- 
raden berührt. 

Auflösung. 

Es sind hier nur zwei verschiedene Falle möglich: die ge- 
gebenen Linien sind entweder convergirend, oder parallel. 

1. AB und CD (Fig. 7) seien die beiden gegebenen cou- 
vergirenden Linien und F deren Durchschnitt. In AB nehme man 
willkürlich einen Punct K, errichte KL senkrecht auf AB, verlängere 
KL nach / und mache KL = Kl = dem gegebenen Halbmesser r. 
Durch L und / ziehe man lUmÄB^OU; so ist LM der geo- 
metrische Ort für das Cenlnim des Kreises, welcher die AB be- 
rührt, sowie OU der Ort auf entgegengesetzter Seile. Ebenso 
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nehmB man in CD beliebig den Punct G, macbe EH senkrecht 
auf CD und nehme GE = GH = r. Durch E, H ziehe man mit 
CD (Jie Parallelen PX, MH, so sind diese Linien die Oerter für 
den MitLelpunct des gesuchten Kreises, Schneiden sich nun die 
Oerter OU, PX in U, so ist U der Mittelpuiict des gesuchten 
Kreises. Diesem Kreise entspricht ein zweiter, dessen Centram M 
der Durchschnitt der Oerter LM, OM ist. Auf der entgegen- 
gesetzten Seite sind ausserdem zwei andere, jenen gleiche Kreise 
möglich, deren Ceiitra und Q durch den Durchschnitt der Oer- 
ter OU und MH sowie ML und PX entstehen- Somit finden unter 
alten Umständen hei zwei convergirenden Geraden stets vier Be- 
ruhrun gsk reise statt, da die senkrechten Radien VV, VW, ferner 
Qß, Oru.s.w. sämmthcb dem Abstände der Parallelen, d.i. 
= r sind. 

2. Die Geraden AB, CD seien parallel. Man errichte auf 
einer von ihnen, z. D. CD, in einem beliebigen Puncte F ein Per- 
pendikel FG, welches die andere in G trefle. Die Parallele MN 
durch dessen Mitte E, ist dann der geometrische Ort fnr den Miitel- 
punct des gesuchten Kreises. Ist also EF = dem gegebenen Halb- 
messer r, so giebt es unendlich viele einander gleiche Kreise, 
welche der Aufgabe Genüge leisten. Ist dieses nicht der Fall, 
also EF^r, so ist die Aufgabe unmöglich. 

V. .«afsabe. G, K. 

Es ist eine Gerade und ein Kreis gegeben ; man soll mit ge- 
gebenem Halbmesser einen Kreis beschreiben, welcher die Gerade 
und den Kreis berührt. 

Auflösung. 
Man kann hier drei Fälle unterscheiden: 

1) die Gerade liegt ganz ausserhalb des gegebenen Kreises; 

2) die Gerade schneidet den Kreis; 

3) die Gerade berührt den Kreis. 

I.Pall. Sei (Fig. 8) AB die gegebene Gerade und HKL 
der gegebene Kreis, dessen Miltelpunct C ist. Man nehme m AB 
beliebig den Punct ß, errichte auf ihr dag Perpendikel BG = r 
und ziehe FG -H AB. Hierauf ziehe man aus dem Mittelpuncte C 
des gegebenen Kreises eine Gerade CKI und selze an den Halb- 
messer CK die Kl = r. Endlich beschreibe man um C mit Cl 
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einen concentrischen Kreis lEF, welcher die Parallele FG in den 
Puncten E, F schneide; so ist jeder von diesen MiHelpuncl des 
gesuchten Kreises. 

Beweis. Offenbar ist die in einem Ähslande BG ^ r mit 
AB gezogene Parallele FG der gcomelrische Ort für den Mittelpunct 
des Kreises, welcher die Gerade AB berührt (Satz 1). Ebenso ist 
die Peri[jlierie EFI der geometrische Ort für jeden Kreis, welcher 
mit dem Halbmesser r besclirieben, den gegebenen Kreis KLH be- 
rühren muss (Satz "). Wird nun FG vom Kreise lEF in £ ge- 
schnitten, so muss das Perpendiltel ED auf AB=: r sein und, zieht 
man CE, so ist EH ebenfalls = r, daher berührt (Satz 7) der um 
£ beschriebene Kreis auch den gegebenen in //. Dasselbe gilt von 
dem zweiten Durchschnitt.<puncte F. Wenn aber der mit CI = 
CK+r um C beschriebene Kreis die FI in keinem Punkte trifTt, 
so ist die Aufgabe in diesem Falle unmöglich. Wird endlich die 
FG von dem um C beschriebenen Kreise lEF berührt, so giebt es 
nur einen Kreis, welcher der Aufgabe Genüge leistet. 

2, Fall. Die Gerade AB (Fig. 9) schneide den gegebenen 
Kreis IIKL vom Halbmesser CK = R, in den Puncten P und Q. 
Auf AB sei BG senkrecht und gleich dem gegebenen Halbmesser 
r; durch G ziehe man GF Vi AB; so ist FG ein geometrischer 
Ort füi' den Mittelpunct des gesuchten Kreises. Darauf be- 
schreibe man um C mit dem Hadms CI= CK+KI = R+r, so- 
wie mit CM = CK — ■ KM = R~^r die concentrischen Kreise lEF, 
.WJVO. Wenn nun jener die Parallele FG in den Puncten ß, F 
schneidet, so leisten die um B und F mit r bescliriebeuen Kreise 
DBT, LWX das Verlangte. Schneidet aussei-dem die Parallele GF 
auch den kleineren concentrischen Kreis M.SO in den Puncten 
iV, 0. so giebt es wieder zwei Kreise, welche den gegebenen von 
innen herülu'cn, in welchem Falle also vier Kreise der Aufgabe 
Genüge leisten. Sollte die Parallele FG den iimern coiicentrischen 
Kreis nicht schneiden, sondern berühren, so sind es drei Kreise; 
findet aber weder Durchschnitt noch Berührung stall, so lösen, 
wie im vorigen Falle, nur zwei Kreise die Aufgabe. 

Der Beweis dieser Auflösung ergiebt sich leicht aus dem Vo- 
rigen und Satz 7. 

S.Fall. Die Gerade AB berührt den gegebenen 
Kreis (Fig. 10). 
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Sei DHI der gegebene Kreis , C dessen Mittelpunct und AB 
die ihn in B berührende Gerade. Man ziehe von C durch D eine 
Gerade CE, mache DF = DE = dem gegebenen Halbmesser r 
und ziehe durch F die KG fr AB. Alsdann hesclireibe man um C 
mit der Weite CE= CD + r einen Kreis EGK, welcher jene Pa- 
rallele in G und X schneide, so sind F, E, G, K die Mittelpuncte 
der gesuchten Kreise. 

Beweis. Da nach Satz 4 CDA — ADE, so muss der um E 
mit ED = r beschriebene Kreis den gegebenen in D von aussen be- 
rühren und ebenso die AB, welche beider Kreise gemeinschaftliche 
Tangente ist. Der um F mit FD = r beschriebene Kreis berührt 
den gegebenen in D von innen. Da ferner, wenn CG, CK gezogen 
werden, GH— KI = r, so müssen (Satz 7) die um G und K mit 
r beschriebenen Ki'eise den gegebenen in H und / berühren und 
weil die Perpendikel aus G und K auf AB einander gleich und 
auch=: r sind, so berühren beide Kreise die Gerade AB. Hieraus 
folgt nun, dass in diesem Falle stets vier Kreise die Bedingungen 
erfüllen. 
Anraerkiine. Alle drei FSIIe lassen sidi , wie msn leicht siehl, uiito eine 
allgemeine AuDösong brinEen. 

VI, Anfgabe. K, K. 

Es sind zwei Kreise gegeben; man soll einen Kreis mit ge- 
gebenem Halbmesser beschreiben, welcher beide Kreise berührt. 

Auflösung. 

Die Lage der beiden gegebenen Kreise kann eine vierfache 
sein; sie liegen entweder getrennt, so dass die Centrale grösser 
als die Summe der Badien ist, oder sie scbneiden sich; sie be- 
rühren sich von aussen oder von innen, oder sie sind endhch 
concentiisch. Die Auflösung bietet nun drei Unterschiede, welche 
nach der Beihe betrachtet werden. 

]. Die excentrischen Kreise liegen getrennt, 
oder schneiden sich (Fig. 11 und 12). Seien A und B die 
Mittelpuncte der gegebenen Kreise. Man zieiie die Halbmesser AD, 
BF, verlängere sie um DE = FG = r, dem gegebenen Halbmesser, 
und beschreibe um A mit AE den Kreis J!(HjV, sowie um B mit 
BG den Kreis GMN. Diese Kreise mögen sich in den Puncten M 
und N schneiden, so ist jeder von ihnen Mittelpunct des gesuchten 
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Kreises, und zieht man die Radien AM, BM, so sind die Durch- 
schnitte K und / die Borühmngspunde fär den mit r um M be- 
schi'iehenen Kreis. 

Beweis. Nach der Consiruct'on ist offenbar der ttm A mit 
AE beschriebene Kieis BMN der geometrische Ort für den Mittel- 
punct eines jeden Kreises vom Il^dhmesser r, welcher den um Ä 
beschriebenen herßliren muss {Salz 7). Ehenso ist die Peripherie 
des um B mit ÖS beschriebenen Kreises der geometrische Ort für 
jeden solchen Kreis, welcher mit dem Halbmesser r beschrieben, 
den Kreis um ß berühren muss. Wenn also beide Oerter sich 
schneiden, so ist der Dnrchschnillspunct der Mittelpunct des Krei- 
ses, welcher das Verlangte leistet. 

2 . Die gegebenen Kreise berühren sieb von 
aussen oder von innen. 

Die um B und A (Fig. 13) mit den Halbmessern BD, DA 
beschi'iehenen Kreise mögen sich von aussen in D berühren. Man 
ziehe die Centrale AB und verlängere sie beiderseits unbestimmf; 
man mache femer DE = DC = r, so ist sowohl ß als C Mittel- 
punct eines Kreises , welcher mit dem gegebenen Halbmesser r be- 
schrieben, die gegebenen Kreise in dem Puncte D berührt. 

Ausser diesen beiden Kreisen giebt es aber noch zwei andeie, 
welche der Aufgabe genügen und die gegebenen Kreise ausschlies- 
send berühren. Um ihre Miltelpuncte F und G zu finden, be- 
schreibe man um B und Ä mit den Halbmessern BC und ÄE die 
concentrischen Kreise CFG und GEF (die geometrischen Oerler 
der gesuchten Mittelpuncte nach dem vorigen Falle I), Dann sind 
die Durchschnitte F und G diese Puncte. 

Berühren sich die gegebenen Kreise (Fig. 14j von den Halb- 
messern AD, BD von innen in £J, so verlängere man wieder die 
Centrale AB zu beiden Seiten. Nimmt man nun DE = r, so be- 
rührt dei ujn E beschriebene Kreis die gegebenen in D von 
aussen; madit man DC = r, so muss der um C mit r hesclirie- 
bene Kreis die gegebenen einscbllessend in D henihren, welches 
sich aus Salz 7 sebi leicht ergiebl. 

3) Die gegebenen Ki eise -^eien concen Irisch. 
(Fig. !5) 

Aus dem gememschjflin hen Milteli>u(icle A sei der grössere 
der gegebenen Kiei»e mit dem Halbmessei AC, der klemere mit 
AB beschi leben 
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Eine Berührung beider Kreise durch einen dritten ist nur 
auf zweifache Weise möglich. Es muss nämlich der gegebene 
üalhmesser entweder der halben DilTerenz der Halbmesser dieser 
concentrischen Kreise, oder der halben Summe derselben gleich 
sein, also entweder = ^(ÄC— AB) = CD, oder = |(iC+Xß) 
=t D'C, wovon der Grund leicht in die Augen lallt. 



Erweiternng: dieses Froblemi». 

Das Problem des Pappus ist noch einer Erweiterung fähig, 
welche darin besteht, dass ein Element mehr unter die Data auf- 
genommen wird und dann je drei Stäche gegeben sind, nämlicli 
Punct, Gerade und Kreis. Hierbei ist jedoch die au sdrücli liehe 
Bedingung, dass wenigstens ein Punct in allen Fällen gegeben sein 
muss, der aber nie abgesondert oder frei, sondern entweder in der 
Geraden, oder in der Peripherie eines Kreises liegen soll. Ausser- 
dem wird die vorige zweite einschränkende Bedingung, einen Kreis 
mit gegebenem Halbmesser zu beschreiben, dahin eiweitert, 
dass der Halbmesser des gesuchten Kreises kein Datum ausmacht, 
sondern unbestimmt bleibt. 

Die sich so darbietende Aufgabe lässt sich folgen dermassen 
aussprechen : 

„Wenn von Puneten, Geraden und Kreisen in einer Ebene 
je drei Dinge gegeben sind, so dass ein Punct jedesmal in einer 
Geraden, oder im Umfange eines Kreises liegen soll: einen Kreis 
zu constntiren, welcher die gegebenen Dinge berührt." 

Man wird sich bald überzeugen, dass hier wieder ebenso 
viele verschiedene Fälle auftreten, als bei dem vorigen Probleme; 
denn bezeichnet man, wie oben, den Punct mit p, die Gerade mit 
g und den Kreis mit k; so hat man, den Punct in der Geraden 
(PG) und den Punct im Kreisumfange [PK) als eine Reihe von 
zwei Elementen, mit P, G und K, d.i. eine Reihe von drei Ele- 
menten zu combinireii und also eine eigentliche Variation , welche 
sich folgendermassen gestaltet: 
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?. Q, K. 

PG, PK. 

P.PG; G,PG; K,PG. 
P, PK; G. PK; K. PK. 

Diese sechs Variationsformen entlialten nun folgende Auf- 
gaben: Ks kann namentlich gegeben sein: 

I. ein Punct und eine Gerade mit einem Puncte in ihr P, PG; 

II. ein Punct nnd ein Kreis mit einem Puncte in sei- 
nem Umfange P, PK; 

lil. eine Gerade und eine Gerade mit einem Puncte in llir G, PG ; 

IV. eine Gerade und ein Kreis mit einem Puncte in 
seinem Umfange G, PK; 

V. ein Kreis and eine Gerade mit einem Puncte in ihr K, PG; 

VI. ein Kreis und ein zweiter Kreis mit einem Puncte 

in seinem Umfange K, PK. 

Wir wollen diese Aufgaben, wie zuvor, nach der Keilie be- 
trachten und überlassen dabei die Aullösung der leichteren Fälle 
dem Nachdenken des jungen Geometers. 

I. Aafenbe. P, PG. 

Es ist ein Pwncl und ausserdem eine Gerade mit einem 
Puncle in ihr gegeben; man soll einen Kreis beschreiben, welcher 
durch den Punct geht und die Gerade in dem gegebenen Puncte 
berührt. 

Die Auflösung wird man leicht finden. In welchem Falle 
wird aber diese Aufgabe unmöglich? 

II. .\afsabe. P, PK. 

Es ist ein Punct und ausserdem ein Kreis mit einem Puncte 
in seiner Peripherie gegeben; man soll einen Kreis beschreiben, 
welcher durch die Puncle geht und den Kreis berührt. 

A u n Ö s II n g. 

Ä sei der gegebene Punct, BFG der gegebene Kreis, C sein 
Mittelpunct und B der in seiner Peripherie gegebene (Fig- 16. a und fi). 

Man kann nun zwei verschiedene Fälle hinsichtlich der Lage 
des Puncto A unterscheiden. A liegt entweder ausserhalb oder 
innerhalb des gegebenen Kreises, Für beide Lagen gilt folgende 
Construction : 
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Man verbinde A mit B, halbire AB ia D und erriciile DE 
senkrecht auf ^ß; dann ist offenbar DE ein geometrischer Ort für 
jeden Kreis, welclier durch die Puncte Ä und ß geht. Zieht man 
ferner von dem Mittelpuncte C durch den Berührungspunct B die 
unbestimmte Gerade CH, so ist wieder CH ein Ort für den ge- 
suchten Kreis. Findet demnach ein Durclischnitt beider Oerter 
statt, etwa in £, so ist der um E mit SB beschriebene Kreis 
ABI der verlangte. 

Denn wird AE gezogen, so ist A BDEs^s A ADE, folgUch 
EA^EB und, da die Mittelpuncte beider Kreise C, E mit dem 
Berührungspuncte B in gerader Linie liegen, so muss (Salz 7) der 
eine Kreis den andern berühren. 

Discussion, Bleibt für den ersten Fall der Punct A in 
unveränderter Lage und rüclst der Berührungspunct ß aui der Pe- 
ripherie des Kreises um C von B über G und F fort, so wird, 
nachdem AB gezogen, das durch deren Mitte D gehende Perpen- 
dikel DE rückwärts zu verlängern sein, um die durch C und B 
gezogene Gei"ade zu treffen resp. zu schneiden. 

Die Auflösung der Aufgabe hängt also von dem Durchschnitte 
der Linien DE und CB ab; aber nicht in allen Fällen findet ein 
solcher statt. Um für diesen Fall die Puncle zu finden, welche 
die Aufgabe unmöglich machen, ziehe man (Fig. 17) von A an den 
gegebenen Kreis die beiden Tangenten -Iß und AB', welche (Satz 5) 
einander gleich sind. Weil nnn ABC und AB'C rechte Winkel 
sind (Satz 4), so ist DE\^ CB, sowie D'ß'UCß' und es sind also 
die Berührungspuncte B, B' diejenigen, welche keine Auflösung 
gestatten. 

Ziehf man von A durch den Mittelpunct C eine Gerade A&', 
so werden die Endpuncle des Durchmessers B", ß"' diejenigen sein, 
für welche die gesuchten Kreise das Minimum und Maximum 
darstellen. 

Demnach ist also die Aufgabe immer auflösbar, so lange der 
Winkel ABC kein rechter ist. 

Im zweiten Falle, wo der Punct A innerhalb des gegebenen 
Kreises liegt, ist die Auflösung immer möglich, der Punct B mag 
im Umkreise liegen, wo er will. 

Sollte endlich der Puncto auch in der Peripherie des Krei- 
ses liegen, so ist die Auflösung der Aufgabe oft'enbar nur dann 
möglich, wenn entweder A und B Endpuncte eines Durchmessers 
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sind, oder beide in einen Punct zusammen fallen; alsdann aber 
lösen unendlich viele Kreise die Aufgabe. 

Itl. Aufcabr. G, PG. 

Es sind ztDei Gerade der Lage nach gegeben und in einer 
von ihnen ein Punct; man soll einen Kreis beschreiben, welcher 
beide berührt, die eine in dem geg^enen Punüe. 

Die Auflösung und Determination wird dem Leser überlassen. 

IV. Aufgabe. G,PK. 
Ss ist eine Gerade und ein Kreis gegeben nebst einem Ptmcte 
in der Peripherie desselben; man soll einen Kreis beschreiben, 
weicher soidofU die Gerade, als auch den Kreis in dem geg^enen 
Piincle berührt. 

Auflösung 1. (Fig. 18.) 

BHI sei der gegebene Kreis , C sein Mittelpunct und B der 
Berühningspunct in der Peripherie; PQ sei die gegebene Gerade. 
Man verlängere den Radius CB unbestimmt nach M, nehme in 
dieser Linie willkürlich einen Punct D und fälle auf PQ das Per- 
pendikel DE. Darauf mache man DE = DG = DG', ziehe EG, 
EG- und führe BfttGß, sowie ßfÜfiC'; zieht man nun fi f} £ö 
und PA'HED, so sind A und Ä' die Mittelpuncte zweier Kreise, 
welche resp, mit den Halbmessern ,4F und Ä'F beschrieben, der 
Aufgabe Genüge leisten. 

Beweis. Da DE{\ AF und 6ß|fßF, so ist A.4ßf~ 
ADGB, folglich hat man: 

DE: DG = Äf-.AB. 
Weil nun DE = DG(e.c), so ist auch AF = AB. Mithin muss 
der um A mit AF beschriebene Kreis sowohl die Gerade PQ in 
F, als auch den gegebenen Kreis in B berühren (Satz 7). 

Ebenso ist ADEG''^ AA'F'B, daher 
DE: DG' = A'F:A'B, 
folglich, weil DE = DG' (e. e), so ist auch A'F' = A'B. Es muss 
demnach auch der um A' mit dem Halbmesser A'B beschriebene 
Kreis dieselben Bedingungen erfüllen und, während jener Kreis um 
A den gegebenen um C ausschliessend berührt, wird dieser 
denselben einschliessend berühren. Ob die Gerade PQ den 
Kreis schneidet oder berührt, ist offenbar ganz gleichgültig. 
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Auflösung 2. (Fig. 19.) 

Es sei wieder BHl der gegebene Kreis, B der Punct im 
Umfunge und PQ die Gerade. Man ziehe den Radius CB und 
durch B die Tangente BS, weiche verlängert die PQ in S treife. 
Darauf halbire luan den Winltel QSB durch SÄ und verlängere 
CB bis zum Durchschnitte mit SA in Ä. Beschreibt man nun mit 
dem Halbmesser AB um A einen Kreis, so leistet dieser das 
Verlangte. 

Ilalbirt man ebenso den Nebenwinkel PSB durch die Gerade 
SA' und verlängert den Halbmesser BC bis zum Durchschnitte A' 
mit der Halbirungslinie , so ist A' der Mittel|)unct und A'B der 
Radius eines zweiten Kreises, welcher die Bedingungen der Auf- 
gabe erfüllt. 

Beweis. Man falle die I'eriiendikel i(V und Ä'N'. Da nun 
A ABS ^ A ASN, so ist AB = AN, mithin berülut der mit AB 
um A beschriebene Kreis den gegebenen in B und die Gerade PQ 
in N, Dasselbe gilt ollenbar auch von dem zweiten um A' be- 
schriebenen Kreise, da A'B = A'N" ist. 

Auflösung 3. C>ig-20.) 

Durcli den Mitlelpunct C des gegebenen Kreises BHl ziehe 
man HT) senkrecht auf PQ, wobei //, I die Endpnncte des Durch- 
messers Hl sind. Von diesen ziehe man durch den Berührungs- 
punct B die Geraden HBF und BIF bis zum Durchschnitte F, F' 
in PQ. Durch F und F errichte man auf PQ die Perpendikel 
FA, FA', bis sie von der beiderseits verlängerten BC in A und 
A' durchschnitten werden; dann sind A und A' die Mittelpuncte 
zweier Kreise, welche die Aufgabe auflösen. 

Beweis. La HDW AF, so ist /-F=ü und AHBC^ 
AABF, folghch: 

CB-.CH = ÄB:AF. 
Da nun CB — CH , so ist auch AB = AF; es berührt also der 
Kreis um A die PQ in F und den Kreis um C in B ausschlies- 
send. Ebenso ist für den zweiten Kreis, um A', klar, dass ABCI 
•^ABA'F, also BCiCI = BA'-.A'F', folglich, weil BC ==. CI, 
inuss auch A'B = A'F sein. Dieser Kreis berührt also den gege- 
benen Kreis in B eiiischhessend und die Gerade PQ in F', 
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Auflösung 4. CFig. 21.) 

PQ sei die gegebene Gerade, C der Kreis und B der gege- 
bene Punct in seiner Peripherie. Man ziehe den Radius AB, und 
verlängere ihn nach beiden Seiten unbestimmt. Vom Centro C 
tälte man auf PO ein Perpendikel AB und beschreibe um C mit 
CD einen Kreis, welcher jene Gerade in den Puneten E und ff 
schneide. Diese Puncte verbinde man mit D und ziehe BFW ED, 
sowie BF'WDS; so sind Fund F' die Berflhrungspuncte. Mit- 
hin gehen die in F und F' auf PQ errichteten Perpendikel FA, 
F'A' in den Durchschnitts puneten A und A' mit der Geraden EG 
die Mittelpuncte der gesuchten Kreise. 

Beweis. Da offenbar AßfJ ~ A£flC, so ist fA : Bi = 
CD-.CE, also, v/eil CD — CE(e.c), so ht FA = BA. Demnach 
berfdirt der um A mit AF beschriebene Kreis sowohl die PQ in 
F, als auch den Kreis C in ß. 

Ebenso ist ACDG'^^ AA'F'B, daher 
F'Ä'-.A'B = DC-.CG, 
foiglich, weil DC=CG(e.c.), so ist auch F'A' =^ Ä'B u.s.w. 

Auflösung 5. (¥i^.-22.) 

Diese ergiebt sich aus folgender Analysis. PQ sei die ge- 
gebene Gerade, BDE der gegebene Kreis, welcher in B berührt 
werden soh und C sein Mittelpuact. Nun seien FBG, BF'H die. 
gesuchten Kreise, welche die PQ in F und F' berühren. Zieht 
man durch dieser Kreise Mittelpuncte A, A' die Centrale AA', so 
geht diese durch den Berührungs punct B (Salz 6). Denkt man 
sich nun auf AC in B ein Perpendiliel BS errichtet, so ist dieses 
für beide Kreise eine gemeinschaftliche Tangente; wird dieselbe 
bis zum Durchschnitte S mit PQ verlängert, so muss (nach Satz 5) 
SF = SB für den Kreis um A und SB = SF' für den Kreis um 
A' sein. Hieraus ergiebt sich folgende einfache Construction : 

Man errichte auf dem Halbmesser CB in B ein Perpendikel 
BS, welches PQ in S treffe und mache SF=SB = SF', so sind 
F und F' die ßeruhrungs puncte in PQ. Errichtet man endlich in 
Fund F' die Perpendikel FA, F'A' und verlängert BC beiderseits 
bis zum Durchschnitt mit jenen in A und A', so erhält man die 
Mittelpuncte der gesuchten Kreise. 

Discussion. 1) Ist die durch den Halbmesser CB be- 
stimmte Gerade der PQ parallel und sclmeidet oder berührt die 
B$rkhan, Prtbtem des Pappus. 2 
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gegebene Gerade PQ den Kreis nicht, so bleibt in allen vier Auf- 
lösungen die Constructioii unvcränüei'l. 

2) Ist wieder CBH PQ, schneidet aber die Gerade PO den 
gegebenen Kreis, so gelten auch für diesen Fall die Auflösungen. 

Unmöglich wird aber die Aufgabe, sobald PQ durch den 
Mittelpunct C, also auch durch den Punct B gelit, indem hier der 
HalbmesBcr des gesuchten Kreises = wird. 

Bei-ührt endlich PQ den Kreis, so giebt es nur einen einüigen 
Kreis, welcher die Äufgabü löst, 

3) Hat der Punct B im Umkreise eine solche Lage, dass die 
durch ihn und den Mittelpunct C gehende Gerade senkrecht gegen 
PQ gerichtet ist, so ist jedesmal ein Kreis möglich, weicher der 
Aufgabe Genüge leistet, die Gerade PQ mag den gegebenen Kreis 
schneiden oder nicht; auch giebt jede der vorigen Auflösungen die 
gesuchten Mittelpuucte. 

Anmerhuug. Der Anfänger wird uolil Uiuu, sieb für alle dL«se beeonderen 
Falle die Figur zti enlwerrL'n und duriin die Constrnclion zu wiederholea. 

V. Aafxäbe. K, PG. 
Es ist ein Kreis, eine Ge-radt und efn Punct in derselben 
gegeben; man soll einen Kreis beschreiben, welcher den gegebenen 
Kreis und die Gerade in dem gegebenen Puncte berührt. 

Auflösung 1. (Fig. 23.) 

Sei DGD' der gegebene Kreis, C dessen Mittelpunct, PQ die 
Gerade und Ä der gegebene Punct in ihr. In A errichle man auf 
PQ das Perpendikel AF* und verlängere dasselbe auf der entgegen- 
gcsetäten Seite nach B. Man mache AB •= AB' = dem Halbmesser 
CD des gegebenen Kreises, ziehe CB, CB' und vollende die gleich- 
schenkligen Dreiecke CBF, CB'F, so sind F und f die Mitlel- 
puncte undF^, f'i die Halbmesser zweier Kreise, welche der Auf- 
gabe Genüge leisten. 

Beweis. Man ziehe CF xmAF'D'. Da nun CF = BF und 
CD = AB, so ist auch FA = FD; mithin berührt der um F mit 
FA beschriebene Kreis sowohl die Gerade PQ in A, als auch den 
Kreis in D aus schli essend. Da ferner B'F' = CF' («, c.) und B'A 
= CD', so ist auch FB' + B'A = F'C+CD' d.i. F-A=: FD', mit- 
hin berührt der um F' mit F'A beschriebene Kreis die Gerade in 
A und den Kreis einschliessend in B'. 
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Auflösung 2. (Fig. 24.) 
BOG sei der gegebene Kreis, C sein Mittelpunct unci .4 der 
in PQ gegebene Punct. Durcb C ziehe man BCGE auf PQ senk- 
recht, verbinde ß mit .4, wodurch der Durch schnittspunct D in der 
Peripherie des gegebenen Kreises entsteht. In A errichte man die 
AI senlirecht auf PQ und ziehe durch C und D eine Gerade bis 
2um Durchschnitte F mit AI, so ist F der Mittelpunct und FA = 
FD der Halbmesser des gesuchten Kreises, welcher den gegebenen 
ausschiiessend berührt. Zieht mfin ferner durch A und G eine 
Gerade AH, welche den Kreis in H schneidet und zieht dann durch 
M und C die Gerade HCF' bis zum Durchschnitte F' mit der 
senkrechten AI, so erhält man in F' den Mittelpunct eines zweiten 
Kreises vom Halbmesser F'A = F'H, welcher den gegebenen Kreis 
einschliesslich berührt, sowie die Gerade PQ in A. 

Beweis. Offenbar ist hier wieder ABCD^/üiDFA (wie 
in Auflösung 3 der vorigen Aufgabe), folglich CBzCD = AF.FD, 
also weit CB = CD, auch AF = FD. Ferner ist nach der Con- 
strucüon A CGB ~ A HAF', daher 

CH:CG = CF'-.F'A; 
weil nun CH=CG, so ist auch HF' — F'A u. s. w. 

Discussion. Berührt die Gerade PQ den gegebenen Kreis, 
so ist nur ein Kreis mögUch, welcher die Aufgabe löst. — Dagegen 
sind unendlich viele Kreise auf beiden Seiten von PQ möglich, 
wenn der Punct ^1 in PQ mit dem Beruh rungspuncte des Kreises 
zusammenfallt. — Wird der gegebene Kreis von der Geraden ge- 
schnitten, so giebt es wieder zwei Auflösungskreise, welche auf 
entgegengesetzten Seiten von PQ liegen. 

Aaf«abe VI. K, PK. 

Es sind zwei Kreise gegeben und in der Peripherie des einen 
ein Panel; man soll einen Kreis beschreiben, welcher beide be- 
rUhrt, den einen in dem gegebenen Puncle. 

Auflösung 1. (Fig. 25.) 
Diese entspringt aus folgender Analysis. I. C und A seien 
die Mitlelpuncte der gegebenen Kreise, Cß, AE deren Halbmesser; 
jener Kreis sei der grössere und B der gegebene Punct in seiner 
Peripherie. Es sei zunächst der Kreis BEH, welcher die gegebe- 
nen ausschliesslich berülu-t, der gesuchte und F sein Mittelpuiid. 

2* 
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Der verlängerte Halbmesser CB ist der geometrische Ort für den 
Mitlelpunct des gesuchten Kreises, da dieser mit dem Berührungs- 
puncte und C in gerader Linie liegen muss (Satz 6). Denkt man 
sich ferner die Centrale AF gezogen, so geht dieselbe durch den 
Beruhrungspunct E der Kreise um Ä und F. Wären die gegebe- 
nen Kreise gleich, also BC = BA, so würde das AACF gleich- 
schenklig, also FA = FC sein; da aber CB^AE, so würde, wenn 
man BD = EA nähme und AD zöge, A ADF auch gleichschenklig 
sein , folglich das durcli die Mitte G der Verbindungslinie AD auf 
ihr errichtete Perpendikel die Gerade CI in dem gesuchten Puncte 
F durchschneiden , indem nun FB = FE Radien des gesuchten 
Kreises sind. Nimmt man ferner an, ein zweiter Kreis BE'L be- 
rühre den grösseren einscliüessend in ß, den anderen ausscblies- 
send in E', so folgert man leicht, wie vorhin, dass für BD' = AE 
das A AD'F' gleichschenklig sein muss und der Mittelpunct F" 
sich als Spitze desselben durch die Senkrechte G'F' auf der Mitte 
von AD' herausstellt. 

Dies führt zu folgender Construction : 

„Man ziehe den Radius CB und verlängere ihn nach I nnd 
L. Auf FC nehme man BD = BD', ziehe AD, AD', halbire jene 
in G, diese in G' und errichte die Perpendikel GF, G'F", icelche 
so weit zu verlängern sind, bis sie die CI in F und F' schneiden ; 
dann ist der um F mit FB beschriebene Kreis BEH derjenige, 
welcher die gegebenen von aussen berührt und der um F mit 
F'B= FE' beschriebene Kreis ein zweiter, welcher den einen ge- 
gebenen in B von innen, den andern in E" von aussen berührt." 

Der Beweis lässt sich leicht hieraus entnehmen. 

11. Ist Fig. 26 C der kleinere, A der grössere Kreis und 
liegt der gegebene Beruhrungspunct B in der Peripherie des klei- 
neren Kreises C, so trage man auf die durch C und B gezogene 
Gerade den Halbmesser des grösseren Kreises AE von B nach D 
und D', dass also BD =^ BD' = AE, ziehe AD, AD\ halbire jene 
in G , diese in G' und errichte die Perpendikel GF, G'F' auf AD 
und AB', welche die Gerade LI in F und f trellen. Dann sind 
F und F' die Mittelpuncte zweier Kreise, welche die Aufgabe lösen 
und man sieht, dass dieser Fall von dem vorigen nicht wesent- 
lich verschieden ist. 
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Auflösung 2. (Fig.27.) 

Sind A und C die gegebenen Kreise und B der gegebene 
Piinct im Umfange, so ziehe man DD' W AB und verbinde die End- 
puncte des Durchmessers DD' mit ß; dann sind die Durchschnitte 
E und E' die beiden Berülirungspuncte , durcli welche sich die 
Mittelpuncte F, F' der gesuchten Kreise sogleich ergeben. 

Beweis. Da DD"^FF\ so ist ACD'E' '^ AFBE', folglich 
hat man 

CD' : CE' = FB : FE', 
da nun CD' =^ CE", so folgt FE' = FB. Ebenso ist d.CDE'fo 
AEBF, folglich wiederum 

CD-.CE = BF'-.EF' n. s. w. 

Discussion, In Beziehung auf die Auflösung!. Fig. 25 las- 
sen sich folgende Puncte hervorheben. 

1) Die Aullösung hangt davon ab, dass die Linien DI und 
GF sich in irgend einem Puncte F schneiden ; findet daher dieser 
Durchschnitt nicht statt, d.h. sind DI, Gf parallel, so wird die 
Aufgabe ofi'enbar unmöglich. Die Lage, welche der Punct B in 
diesem Falle haben müsste, lässt sich leicht bestimmen. Man be- 
schreibe (Fig. 28) über der Centrale CA einen Halbkreis CPA und 
trage in denselben eine Sehne CP=der Differenz der Halbmesser 
CB — AE. Verlängert man Ci* bis an den Umkreis nach ß,, so 
bestimmt sich dieser Punct ß, als derjenige, welcher die Aufgabe 
unmöglich macht; denn zieht man AP und durch deren Mitte G 
das Perpendikel GF auf AP, so können CB, und GF sich nicht 
schneiden, weil ^CPi= B, also auch dessen Nebenwinkel GPB, 
= B, folglich PB,]iGF ist 

2} Im Umkreise von C giebt es aber noch einen zweiten 
Punct B„, welcher nicht als Berührungspunct gegeben sein darf. 
Man findet ihn, wie vorhin, wenn man über AC den Halbkreis 
CP,A beschreibt, die Sehne CP, = CB — AE macht und CP, bis 
an den Umkreis nach ß„ verlängert, wo nun B„ aus denselben 
Gründen der Punct ist, welcher die Aufgabe unmöglich macht- 

3) Auf dieselbe Weise bestimmt man die beiden Unmöglich- 
keitspuncte im Umfange des kleineren Kreises A (bei der Auflös- IL 
Fig. 26), sobald man nur die Differenz der Halbmesser von A aus 
auf den über AC beschriebenen Kreis nach entgegengesetzten Rich- 
tungen als Sehne trägt. 
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4) Bisher sind die gegebenen Kreise als auseinander liegend 
betrachtet. Nehmen wir nun an, die Kreise liegen in einander 
und B sei der im Umfange des grösseren C gegebene Punct (Fig. 29), 
Zieht man BC, so liegt in dieser Linie der Mittelpuucl des gesuch- 
ten Kreises; man verlängere CB nach D, mache BD = dem Ra- 
dius AE des inneren Kreises Ä, ziehe AD und errichte in deren 
Mitte G das Perpendikel GF. Ist F der Durchschnitt mit CD, so 
muss der um F mit FB beschriebene Kreis die gegebenen in B 
und E berühren. 

Um den zweiten Kreis zu erhalten, welcher die Aufgabe löst, 
nehme man auf BC die BD' = BD, ziehe AD' und errichte durch 
deren Mitte G' das Perpendikel G'F', welches in dem Uurchschnitts- 
puocte f mit CB den Mittelpunct dieses zweiten Kreises giebt, 
welcher mit dem Halbmesser F'B beschrieben, offenbar beide ge- 
gebenen Kreise berühren muss. 

Man sieht leicht, dass diese Auflösung ganz der obigen ana- 
log ist. 

Wenn der Berßhrungspunct ß im Umfange des kleineren 
Kreises gegeben ist, so ändert sich die Auflösung nicht wesentlich. 

5) Berühren sich die gegebenen Kreise von aussen oder in- 
nen, oder schneiden sich dieselben; so wird man auch auf diese 
Fälle die obige allgemeine Auflösung ausdehnen können, deren 
weitere Determination dem Leser überlassen bleibe. 



filnli^e I^elirsätze Aber Kreis - 
Her nhmng^en . 

I.Satz. Zieht man von den Endpuncten eines D^trchmessers 
in einem Kreise, welcher einen zweiten von aussen berührt, durch 
den Berührungspuncl zwei Gerade, die in der Peripherie des an- 
dern enden; so ist die Verbindungslinie dieser Puncte auch ein 
Durchmesser des zweiten Kreises. (Fig, 30.) 

Beweis. E sei der Berührungspunct und AB ein Durch- 
messer des Kreises um C; nun seien AED und BEF gezogen, 
dann muss DF ein Durchmesser sein. Denn da AEB ein Halb- 
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kreis, so ist der reripheriewinkel AEB ein recliter, also auch der 
ihm gleiche DEF. Folglich ist DF eiienfalls ein Durchmesser. 

Dasselbe gilt auch, wenn sich die beiden Kreise von innen 
berühren. 

ZusaU, Dieser Sat? lässt sich auch so aussprechen: 

Die Eniipunete paralleler Durckmes&tr in zwei sieh berük- 
rmien Kreisen liegen tnic dem Berükrungspuncle tu gerader Linie. 

11. Satz. Die Burchsehniltspuncte der PerjendiM in dm 
Eckpnncten eines Dreiecks auf die HalbirungsUnien der Winkel 
gtben die Mittelpuncte der drei äussern Kreise, welche die drei 
verldngerlen Seitm des J)reieeka berühren. (Fig. 31.) 

Beweis. Im Dreieck ABC haibire AB den ^A, BE den 
4-ß und CF den JLC Auf AD sei Gl, auf CF sei Gff und auf 
BE sei Hl perpendicijlar. ISun ist a+b-^-x+y = 2fl und 

b-^x = «, folglich 
aucli a+n = ß. 
Es ist also x~ y = oder x = y. 

Demnach halblrt AG den Nebenwinkel CAK. Ebenso folgt, 
dass CG deo z_ ACL haJbirt und «Iso der Durchschnitt dieser bei- 
den HalbirungsHnien in G den Mittelpunct des äusseren Kreises 
giebt, welcher die drei Linien AC, AK und CL d.i. die Verlän- 
gerungen der Seiten AB, ßC berührt. Dasselbe gilt von den übri- 
gen Ecken B und C. 

Anraerkiing, Man sieht hieraus, ilass auch die Conversc dieses Snlzcs Bülligsei. 

in. Satz. Wenn der Durchmesser des kleineren von zvet 
Kreisen, die sich von innen berühren, gleich dem Halbmesser des 
grosseren ist, so halbirt 1) die Peripherie des kleineren jede Sehne 
des grosseren, die vom Berühningspuncle ausgeht, anch ut 2) der 
Endpunct jedes Halbmessers im grösseren Kretse tom Duich- 
schnittspuncte desseB)en mit der Peripherie des kleineren und der 
gemeinschaftlichen Tangente gleich weit entfernt. (B'ig. 32.) 

Beweis. 1) Die Kreise 4 und C mögen sich in B berüh- 
ren. Nun sei aus ß eine beliebige Sehne BF im grösseren Kreise 
C geaogen, welche die Peripherie des kleineren in ß schneidet; 
zieht man CE, CF, so ist CEB ein Winkel im Halbkreise, also 
» B, und weil CB =^ CF, CE = CE, so folgt, dass A BCE ^ A CEF 
und mithin BE = EF sein muss. 

2) Zieht man beüebig einen Halbmesser CF, welcher die Pe- 
ripherie des kleinern Kreises in G schneidet und legt an 4^ die 
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Tangente BD, so muss das Perpendikel FD auf BD dem Abstände 
F6 gleich sein. Denn man ziehe BG, so ist y = a und, da so- 
wohl CB als FD senkrecht auf BD, auch y := x, folglich % = x. 
Hieraus folgt ABGFt^ ABFD; daher ist FG = FD. 

IV. Satz. Wird ein Kreis vom Durchmesser AB t)on einem 
zweiten um B im Puncte A von innen berührt und eine Sehne AD 
des grosseren am dem Berührungspunrte A von dem Berükrungs- 
kreise in F halbirt, so geht dieser durch den Miltelpunel des an- 
dern. (Fig. 33.) 

Beweis. Es sei dCder Durchmesser des Berührungskreises. 
Zieht man CF, so ist der Winkel CFA ein Peripheriewinkel im 
Halbkreise, also ein rechter; folglich steht FC senkrecht auf der 
Sehne AD in deren Mitte F und muss deshalb durch den Mlttel- 
punct C des grösseren Kreises vom Durchmesser AE gehen, in 
welchem der Mittelponct liegt, mithin, da beide Linien AE und FC 
nur einen Punct C gemein haben, so ist C nothwendig Mittelpunct 
des grösseren Kreises. 

V. Satz. Wenn man aus den MtUelpunclen zweier sich von 
aussen berührender Kreise nach entgegengesetzten Bichtungen pa- 
rallele Halbmesser zieht, so geht die Verbindungslinie ihrer End- 
puncle durch den Berührungspunct. (Fig. 34.) 

Beweis. Sind A und C die Mittelpuncte der beiden sich 
berührenden Kreise und ist E der Beruh rungspun et, so ist ÄEC 
eine gerade Linie (Eukl.IlI. S. 12). Nun ziehe man beliebig ^ß-UCU 
und BE, ED, so muss ED mit BE in gerader Linie liegen. Denn 
da ABHCD und die AC sie schneidet, so ist L.A = C, folglich 
weil AB^AE, auch o = m. Ebenso ist AECD gleichschenkhg, 
als x=^y. Hieraus folgt leicht, dass x=u sei. Demnach muss 
(Eukl. I. S. 15, Converse) BE mit ED in einer geraden Linie lie- 
gen, wobei X und u Scheitelwinkel bilden. 

VL Satz. Zieht man durch den Berührungspuncl zweier 
sich von aussen oder von innen berührender Kreise eine gerade 
Linie, welche in beiden Umkreisen endigt, so sind die beiden Ba- 
dien von den Durchschnittspuncten parallel. (Fig. 35.) 

Beweis, A und C seien die Centra der beiden in B sich 
berührenden Kreise; die Centrale AC geht dann durch den Berüh- 
rungspunct B- Nun sei willkäriich die DE durch B gezogen, so 
erhält man durch die Halbmesser AD, CE gleichschenklige Dreiecke 
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ÄDB, BCE. Da hier zwei gerade Linien DE, ÄC sich schneiden, 
80 sind die Scheitelwinkel bei B gleich, woraus hervorgeht, dass 
den gleichen Basiswinkeln auch gleiche Winkel an den Spitzen A, C 
entsprechen. Demnach müssen AD und CE li sein. 

Dasselbe gilt von zwei sich inncrlialb berührenden Kreisen. 

VII. Salz. Wenn man. durch den Berührungspunct zweier 
Berühr ungskr eise zwei Gerade zieht, die beide Umkreise noch ein- 
mal schneiden, so bilden die Verbindungslinien jedes Paares in 
demselben Kreise entstandener Burckschnitlspuncle paraUele Linien. 
(Fig. 36.) 

Beweis. Die Kreise ABB, ßDF mögen sich inßberühren; 
man habe die Geraden AD, EF durch B gezogen und deren End- 
puncte A, E, sowie D, F verbunden. 

Man ziehe nun durch B eine beiden Kreisen gemeinschaft- 
liche Tangente MN ; so ist (Eukl. III. S. 32) /_x = z und /.y = «. 
Da aber die Scheitelwinkel a; und y gieich sind, so müssen auch 
z und « gleich sein. Demnach werden die Linien AE und DF 
von der EF so geschnitten, dass sie die Wechsel wiiikel z und m 
gleich macht, weshalb (Eukl. LS. 27) AEHDF. 

Dasselbe gilt auch von zwei Kreisen , welche sich von innen 
berühren. 

VUI. Satz. Haben zwei Kreise BEL und Olli einen Puncl 
L gemein und können durch diesen zwei Secanlen BH, EO in bei- 
den Kreisen so gezogen werden, dass die Verbindungssehnen BE, 
OH parallel sind, so berühren sich diese Kreise in dem gemein- 
schaftlichen Puncle L. (Fig. 37.) 

Beweis. An den Kreis BEL lege man in I eine Tangente 
LT; so ist L-BLT = E (Eukl. IIL S. 32). An den Kreis Oi^ lege 
man ebenfalls eine Tangente LS, so ist /SIH = 0- Da nun 
L.0 = /_E, so muss mch Z_BLT = SLHsein. Es i^t aherßZifl 
eine gerade Linie , folglich muss TIS auch eine Gerade sein , d. b. 
die Linie ST ist eine beiden Kreisen gemeinschaflliche Tangente 
fui denselben Punct I welche lich daher in dem einzigen Puncte 
t berubren müssen 

Nmimt man den emen kreis innerhalb des grösseren an, so 
gelten dieselben Schlüsse 

I\ Satz Menn man durch die Endpuncle der Parallel- 
Seiten eines Trapezes und dutch den Darchschnittspunei der Dia- 
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gonalm, oder der hetden eonvergirendm Seilen Kreise legi; so be- 
rühren sieh diese Kreise entweder in dem Durehschnittspunete der 
Diagonalen oder im Convergenzpuncte. (Fig. 38.) 

Beweis. I. T heil. ABCD sei das Trapez, wo AB^CD 
und B der Durchschnitt der Diagonalen AC, BD; durch die drei 
Puncto D, C, E, sowie durch A, B, E seien Kreise beschrieben. 
Da die beiden Kreise einen Punct E |;emein haben, die Sehnen 
DC, AB parallel sind, und die Secanten AC, BD durch den gc- 
meinscbaflUcben Puuct £ gehen, so folgt aus vorigem Satze, dass 
beide Kreise in E sieb von aussen berühren müssen. 

IL Tbejl. (Fig. 39.) Die couvergirenden Seilen AD, BC 
mögen verlängert in E zusammentreffen ; durch die puncte D, C, E, 
sowie durch A, B, E seien Kreise gelegt, welche also den Punct 
E gemein haben. An den Kreis CDE lege man in E die Tangente 
EF, 80 ist FEC~ l^D. Ferner lege man an den Kreis ABB in 
E ein« Tangente EG, so ist GEB = I.A. Da nun e.h. Z_fl=^i, 
so muss auch GEB = ¥EB sein; demnach fallen beide Linien EF, 
EG in eine zusammen und beide Kreise haben also in E eine 
gemeinschaftliche Tangente und henihren sich mithin im Puncte f. 

X. Satz. Wenn ein Halbkreis AED eine Kathete AB eines 
rechtmnkligen Dreiecks BAC im Scheitel des rechten Winkels A 
berührt und ungleich die Hypotenuse BC in E, und wenn die be- 
rührte Kathete AB nach F um sich selbst verlängert wird, so liegt 
der Sndpunct der Verlängerung F mit dem Berührungspuncte E 
und dem Bndpuncte des Halbkreises D auf der anderen Kathete in 
einer geraden Linie. (Fig. 40.) 

Beweis. Man ziehe AB, so ist ABB ein rechter Winkel. 
Nun sind die Tangenten BE, BA gleich gross, folglich ist im A AEF: 
AB = BF = BB; daher ^ AEF auch ein rechter. Demnach liegt 
FE mit ED in gerader Linie. 

XI. S a t z. Wenn man durch den Ber^runffspunci zweier 
sich berührenden Kreise eine Gerade AB legt und zieht durch de- 
ren Durehschnittspunete mit den Umkreisen parallele Sehnen, so 
geht die Verbindungslinie der beiden newe« Durehschnittspunete 
durch den Berührungspunct. (Fig. 41.) 

Beweis. E sei der Berührungspunct und ACH BD; dann 
ist i-A — B, folglich, wenn die gemeinschafthche Tangente FG 
gezogen wird, DEF~ CEG. Demnach ist CED eine gerade Linie. 
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XII. Satz. Zieht man im grösseren von fsißti Kreiim, die 
mk von innen berühren, eine Sehne, welche Tangente am klei- 
neren ist, und verbindet deren Endpuncte vnd ihren Beriihrungs- 
puHCl mit dem der beiden Kreise, so wird der von den beiden 
ersten Linien gebildete Winkel durch die dritte halbirt. (Fig. 42.) 

Beweis. Die Kreise AFB und EDB mügen siel» in B be- 
rühren; die Sehne AF berühre den kleineren Kreis in D; zieht 
man nun FB, DB, AB, so ist zu beweisen, daas BD den Winkel 
JBFhalbire. Da die Linien BF, BA den kleineren Kreis in G und 
E schneiden, so ist (nach Salz VII.) EG H AF, folglich sind, einem 
bekannten Lehrsatze aus der Kreislehre gemäss, die Bogen ED und 
DG gleich. Demnach sind auch die auf diesen Bogen stehenden 
Periilheriewinkel a und b gleich. 

XIU. Satz. Wird im grösseren von zwei Kreisen, die sich 
von aussen in C berühren, eine Sehne AB gezogen, welche ver- 
längert den kleineren in D berührt, und man verbindet die End- 
runde der Sehne mit dem gemeinschaftlichen Berührungspuncte C; 
so ist die beide BerÜhrungspuncte verbindende Gerade CD die 
Halbirungslinie des Aussenwinkels BCF. (Fig. 43,) 

Beweis. Man lege an beide Kreise die gemeinschaftliche 
Tangente CE und ziehe DF\ so ist et = a 



folglich «+(5 = a-{-b. 
Es ist aber auch m = a-\-b = y und «-)-/? = x\ daher ist 



XIV. Satz. Um drei sich einander gleichartig berührende 
KrtisB zu construiren, deren Miltelptmcte die Eckpuncle eme* ge- 
gebenen Dreiecks ABC sind, trage man die kleinere Seile CB avf 
die grössere CA nach D, den Best AD auf die anliegende Seit« 
nach E und halbire den Rest EB in F, so ist F der Berührvngs- 
punct der um Ä und B beschriebenen Kreise. Wird femer BG = 
BF und AF = AH gemacht, so sind S und H die andern Berüh- 
rungspuncte. {Tig. 44.) 

Beweis. Aus B ist mit BF der erste Kreis und aus A mit 
AF der zweite beschrieben. Es ist also BF "^ BG und AF==. AH; 
man hat daher nur nachzuweisen, dass CG^CII sei. Weil nun 
CB oder CG-i-GB = CD = CH+HD und EF= DB ist, so folgt 
CG = CH. 
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XV. Satz. Sollen aus den Ecken eines Breiecks ABC, ah 
Millelpuncten , drei sich ungleichartig berührende Kreise (d. i, solche, 
wo der eine die beiden anderen elDschliesst) beschrieben werden, 
so verlängere man die Seiten AB, AC, trage die grössere AB auf 
die kleinere AC nach D, mache den üeberschuss CD = CE auf der 
anliegenden Seite CB und kalbire den Rest BE in F; so ist F der 
BerührungspuncC der Kreise um B und C und macht man BG = 
BF, sowie CH^ CF, so sind G und H die Berührungspuncte des 
Kreises um A- (Fig. 45.) 

Beweis. Dass die um B und C resp. mit den Halbmessern 
BF, CF beschriebenen Kreise sich in F berühren müssen, ist 
klar; es ist also nur darzuthun, dass auch AG = AH sei. 
Nun ist AB + BF = AD Jr CF~ CE, oder 
AB + BG = A1)+ CH~ CD 
^ ÄD-\-DH, d.i. 
AG = AH. 
Zusatz. Es ist bemerke n s wer! h, dass bei dieser Berührung 
der grösste, die beiden andern von innen berührende Kreis aus 
jeder Ecke beschrieben werden kann und dass diese drei Kreise 
von gleicher Grösse sind, da jeder den halben Umfang des Drei- 
ecks zum Halbmesser bat. 

Denn man setze ßC = «, AB = c, AC=b und BF=BG 
= x; so ist CF= CH= a — x, daher AG = c-\x und AH = 
b-\-a — X, also c+ic = 6 + « — x, woraus folgt: 

0-1-6 — c , , , ,, ,„ a + b+c 
X ~ H~~" ^^"' «eshalb AG = — -x — . 

Trägt mau AC auf CB nach /, BI auf BÄ nach K und halbirt 
AK in I, so ist L der Berührungspunct der Kreise um Ä und B. 
Sei AL= y, also BL— BM= c—y, dann ist CM = a + c—y 
und C!V=b+y, folglich a + c — y= h + y. Hieraus ergiebt sieb 

y = ^±^, Jäher ist CN = €!H = b+y = ^^^ , wie 

vorhin u. s. w. 

XVi. Salz. Sind aus den Eckpuncten eines Dieiecks drei 
einander berührende Kreise beschrieben, so liegen deien Berüh- 
rungspuncte im Umfange des in das Dreieck eingescht tebenen Krei- 
ses. (Fig. 46.) 
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Beweis. Im AABC seien D, £, F die BerßliruDgspuncte, 
oder es sei AD = AF, BD = BE und CE = CF- so ist zu bewei- 
sen, dass djeselbon Puncte zugleich die Berulirungspuncte des in- 
nern Beruhrungskreises sind. 

Man halbire die Winkel AtiudB durcli AG, BG, deren Durcli- 
schnitt 6 sei und ziehe GD, GE, GF; dann ist AÄDG?^ AAGF, 
folglich GD = GF und ic = a;, ; ferner ist A DGB ^ A BGE; daher 
GD = GE und y = y,. Hieraus folgt, dass GD = GF = GE und. 
wenn CG gezogen, auch, dass AFGCs^ GCE sei. Demnach ist 
z = z,, und man hat 
2x+2y-\-2s = 6fi, oder 

x + y-\-z = 3ß. Nimmt man davon 
y+s = 2B , so bleibt 
ic = ß. 
Ebenso folgt, dass i/ = z = R und es muss daher der um 
ff mit GF beschriebene Kreis die Seiten des Dreiecks ABC in D, 
E, F berühren, 

XVII. Satz. Wenn im Dreieck ABC die um B und C be- 
schriebenen Kreise sich in F, und der um A mit AD beschriebene 
Kreis jene in D, E berührt; so sind D, F, E die Berührungspuncle 
des Kreises G, welcher die Seilen des Dreiecks (AB, AC verlangen) 
von aussen berührt. (Fig. 47.) 

Beweis. Man halbire die Winkel A und BCE durch AG, 
CG, welche sieh in G treffen und ziehe GD, GF, GE; dann ist 
AADG ^ AAGE (weil AD = AE, AG = AG uitä /_a = ß), 
folglich ist o=u und GD = GE. Ferner ist AECG ^ ACGF 
(weil CS= CF, jLm= n und CG = CG; daher ist GF= GE 
und M=M,. Hieraus folgt weiter, dass ABFGs^ ABGD (da 
BG = FG. BG = BG und BD = BF) und also 0=^0,, mithin 
auch o,=u,= B ist. Es steht demnach DG auf iö, FG auf ßC 
und EG auf AE senkrecht und ist ff der Mittel[junct des äusseren 
Beruhrungskreises. 

XVIII. Satz. Berühren sich zwei Kreise von innen und 
man errichtet auf dem Durchmesser des kleineren Perpendikel bis 
zur Peripherie des grösseren, so verhalten sich die aus dem Be- 
rührungspuncle nach den Perpendikeln gezogenen Sehnen in dem 
einen Kreise, wie die entsprechenden in dem andern. (Fig. 48.) 

Beweis, AFB und AEC seien zwei in A sieh berührende 
Kreise ; auf dem Durchmesser AC des kleineren seien die Perpea- 
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dikel DF, Gl errichtet Und die Sehnen AF, AI, AE, AH gezogen; 
so ist AF.AI — AM: AH. Demi nach Eultl. YI. S.S. Zus. hat 
man AB.AF = AF.AD, oder AF^ = AB . AD. Ebenso ist AI^ 
= AB.AG, und AE^ ^ AC . AD , sowie Am = AC.AG. Es be- 
stehen demnach folgende Proportionen: 

AF'-.AP = AD: AG 

AE^ : AH"- = A D : AG. Daraus folgt leicht 

AF:ÄI= AE-.AH. 

XIX. Satz- Wenn drei Kreise einander berühren, so tref- 
fen die drei für je zwei Kreise gemeinschaftlichen Tangenten, ge- 
nugsam verlängert, in einerlei Punct zusammen. (Fig. 49.) 

Beweis. 1. Fall. Die drei Kreise berühren sich von aus- 
sen gleichartig. 

Sind A, ß, C drei Kreise, welche sich in D, E, F berühren 
und man verbindet ihre Mittelpuncte , so entsteht das AABC, in 
dessen Seiten die Berührungspuncte liegen. Errichtet man nun 
auf den Seiten in den Berührungspuncten die Perpendikel DO, EO, 
FO, so müssen sich diese in einem und demselben Puncte 
schneiden, da dieser olfenbar der Mittclpunct des in das Dreieck 
eingeschriebenen Kreises ist , welcher (nach Satz VIII.) die Seiten 
des AißC in D, E, F berührt. 

2. Fall. (Fig. 50.) Die Kreise A, B, C berühren sich nn- 
gleicharlig in D, E, F. Verbindet man die Mittelpuncte dieser 
Kreise, so entsteht das AABC. Nun sind nach (S.17) die Be- 
rührungspuncte D, E, F der Kreise zugleich diejenigen, durch 
welche ein äusserer Bemhrungskreis des A ABC geht. Da nun 
der Miltelpunct solches Kreises, welcher die verlängerte Seite AB 
in D berührt, nolhwendig in der auf AD senkrechten DO liegen 
muss und ebenso in den Perpendikeln EO, FO; so muss gedach- 
ter MitteJpunct in allen drei Linien zugleich befindlich sein, d.h. 
die gemeinschaftlichen Tangenten DO, EO, FO schneiden sicli in 
einem und demselben Puncte 0. 

XX. Satz. Bei jedem Vierecke um einen Kreis (wie ABCD) 
ist die Summe jeder zwei Gegenseiten gleich gross. (Fig. 51.) 

Beweis. Der Kreis M berühre die Seiten in £, 6, I, F, 
dann ist 
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DI = Bf 

Cl = CG. folgl ich addirt: 
AB+CB = iD+BC. 

Anmerkung. Ans dieser Gielchung Tolgl auch; 

CD — CB = AO~Aß 
d.h. bei einem Tange nlen-Vierecte ist der Unlerschied zwiecben iwei B 
den Seiten dem Unleiscliiede zwischen äcn beiden anderen snli^cnden Seilen 

XXI. Satz. Wenn in einem Vierecke die Summe zweier 
Gegenseiten ebenso gross ist, als die der beiden anderen, so lässt 
sich in dasseUte ein Berührungskreis beschreiben. (Fig. 52.) 
Beweis. Es sei im Vierecke ABCD: 
AB + DC = AD + BC. 
Man beschreibe nun einen Kreis M, welcher die Seiten DA, AB, 
BC berührt (indem man die beiden Winkel A und B halbirt u. s. w.). 
Dieser Kreis muss auch die vierte Seite DC berühren; denn ge- 
setzt DC läge ausserhalb M, so ziehe man von D eine Tangente 
DH an M, dann würde nach vorigem Satze 

AB-\-DH = AD+BH sein. Es ist 
aber A B+DC = AD-j-BC, folglich ist aucli 
DC—DH = BC—BII oder 
VC— Dil = CH. 
d. h. in dem Dreiecke DCH musste der Unterschied der beiden 
Seiten DC und BH der dritten CH gleich sein welches unmöglich 
ist Ebenso kann bewiesen werden dass der Kieis V die Seite 
flC nicht schneidet; mithin berührt H auch die DC 

XXII. Satz. Sind ans dentier Eckpunctm eines Tangenten 
Vierecks vier Kreise beschrieben von denen jede} zwei andeie he 
rührt, so liegen die vier Beruht ungspuncte tn der Petipkerie eines 
Kreises. (Fig. 53.) 

Beweis, ABCD sei das fangentenvieieck F G H B&Biea 
die Berührungspuncte der um J B f D beschriebenen kreise 
man ziehe EF, FG, GH, HE, So ist zu beweisen, dass EFGH em 
Sehnenviereck sei. Zu diesem Ende errichte man in den Bel^- 
mngspuncten Fundff auf iß, CD die Perpendikel FJf, HI, welche 
also gemeinschaftliche Tangenten der Kreise i und ß, sowie C 
und D sind. 
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Nun ist (Eucl. III. S, 32.) 



■X 

oder im Vierecls EFGH U 



EFG + GHE = 2it; 

demnach lässl sich um dasselbe ein Kreis beschreiben. 

XXIII. Satz. Wenn sich mehrere Kreise in demselben 
Puncle fterfiAre«, und man beschreibt aus einem beliebigen Puncte 
der gemeinschaftlichen Tangente einen Kreis, welcher jene Kreise 
durchschneidet; wenn man ferner am dem Miltelpincle nach die- 
sen Durchscknitlspunclen Radien zieht, welche verlängert die Kreise 
abermals schneiden: so liegen diese zweiten Durchschnittspuncte 
alle in der Peripherie eines dem vorigen concenlrischen Kreises. 
(Fig. 54.) 

Beweis. Die Kreise P, Q, S tnügen sich in dem Puncte 
A berühren. Aus dem Puncte B der gemeinschaftlichan Tangente 
AB sei der Kreis CDS beschrieben, welcher den Kreis P in C, 
den Q ia D und den S in B schneide. Die verlängerten Radien 
BC, BD, BE mögen die Kreise zum zweiten Male in F, G, H schnei- 
den, so müssen diese Puncte in der Peripherie eines Kreises lie- 
gen, dessen Mittelpunct B ist. Denn nach Eucl. III. S. 36 ist 

AB'- = BF.EC = BG.BD =BH.BE. 
Aus BF.BC = BG.BD folgt aber, dass 

BF-.BG = BD:BC\ daher ist BF = BG, 
weil BD = BC. Da ferner: 

BG.BD = BH.BE, so folgt 
BG : BH = BE-.BD, daher ist BG = BH. 
Demnach sind die Itadien BF, BG, BH alle gleich u.s. w. 

XXIV. Satz. Wird /w und um ein gegebenes Dreieck ABC 
ein Kreis beschrieben und von einer Ecke A durch den Mittel- 
punct des inneren Kreises eine Gerade AD bis an den Umkreis 
des äusseren gezogen: so geht der mit CD oder DB um D be- 
schriebene Kreis durch die Endpuncte der Basis CB und den Mittel- 
punct des Berührungskreises, (Fig. 55.) 
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Beweis. Man ziehe BO, CO, DB, DC. Da die Winkel 
Ä und B durch AO, BO halbirt werden, so ist o=t und x = y. 
Nun ist der Bogen BD = DC, also « — u und da die Peripherie- 
wjnkel und v auf demselben Bogen BD stehen, so ist auch o = 
u = M, Ferner ist der Aussenwinkel ß = o + y oder = o ■{■ x, 
daher a = x-^u und mithin DO = DB= DC. Demnach geht der 
um D mit DB beschriebene Kreis durch die drei Puncte ß, 0, C. 

Zusatz. Hieraus folgt, dass der Bogen BOC der geome- 
trische Ort für die Mittelpuncte aller Kreise sei, welche um die 
Dreiecke beschrieben werden können, deren eine Seite BC ist und 
deren Scheitel in dem Bogen BAC liegen. 

XXV. Satz, Ist in einem Dreieck ABC ein Kreis beschrie- 
ben, welcher die Seiten AB, AC in F, G berührt; ist femer B mit 
dem Centro verbunden und CH senkrecht aufBO; so liegen die 
Puncle F, G, H in gerader Linie. (Fig. 56.) 

Beweis. Man beschreibe um ABC einen Kreis, verlängere 
BO nach D, ziehe OF, OG, EG, EF und CD. Kann bewiesen wer- 
den, dass HG mit GF in gerader Linie liegt, oder, dass Z. CGH = 
FGA, so ist der Satz bewiesen. Nun ist Z-A=^ D, folglich, wenn 
CO gezogen ist, so ist A CDO ~ A AFG, da DC = DO fSatz XXIV). 
Also ist AFG =^ AGF = \FOG und ebenso DOC=DCO=AFG 
= ^FOG. Es lässt sich daher um das Viereck COGH ein Kreis 
beschreiben, weshalb COD = CGH. Mithin ist CGH = FGA , also 
HGF eme gerade Linie. 

H Ulfs Satz A. Durchschneiden sich drei T> ansvet salen 
eines Dreiecks innerhalb in einem Puncte, so stnd die beiden 
Producle aus den getrennten Abschnitten der Seiten einander gleich 
(Fig. 57.) 

Beweis. In dem Puncte M des Dreiecks ABC mögen sich 
die drei Geraden AD, BE, CF durchschneiden- Au« A und ß falle 
man auf die Transversale CF die Perpendikel AP, Bp, so hat man 
AAMCiBMC = AF-.BF i^ ÄP-.Bp), sowie 
ABMC:A.MB = CEiAE 
AAMB-.AMC = DB CD, folglich 

1:1 = AF.BD.CE : BF.CD.AE. 
Daher ist AF.BD.CE= BF.CD.AE. 
Berifinn, Prubiem iet Papjntii. 3 
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Aus 1) folgt: 1 
Aus 2): 
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Hülfssatz B. Wenn innerhalb eines Dreiecks ABC die 
drei Transversalen AG, BD, CF aus den drei Eckpunclen nach 
den Gegenseilen die letztem so tkeilen , dass 

AF.BG.CD = BP. CG. AD 
ist, so schneiden sich jene Linien in einem Puncte. (Fig. 58.) 

Beweis. Gesetzt, die Linien schnitten sich, wie es die Fi- 
gur darstellt, nicht in Einem Puncte, so ziehe man aus C durch 
den Durchschnitt M der beiden Transversalen AG, BD die CMF', 
welche die Seite AB in F' treffe. Nun ist 

1) AF.BG.CD = BF. CG. AD (ex hyp.) und 

2) AF.BG.CD = BF'. CG. AD (ex constr.). 
CG. AD _ AF 

■ BG.CD ~ BF 
CG. AD ^ AF 
BG.CD ~ BF'' 
Es mü'*'5te also sein' 

AF AF = BF BF 
d h daa diosseie leihilt bich zum hlemern wie das hlemere 2um 
Grossem welches unmöglich ist 

Anmerkung Der e sie deser bedea S ze sl der bekanDle Lehr sLz von Ber 
nuull dessen Lmkeh ung (Hulf sjlz G ) ur ddnn d l^euie a g t g st nenu 
aus9 r An < le ctib« t j«ncr ProJactc nncl feslsleht da s ea edvr I) alle drei 
Transfer alen in cre s t der 2) dass e ne laaete und e qc it issere Trans 
versale sieb scbneden und dass de drüe Trans ersale e ne ^usaere se n mtiss 
(Vergl Dr Boners Brcblging der UmLebring ton B rnoul s Salz fiber de 
Trans ersalen am geradingten ebene i De ecke Munsipr 1851) 

XX\f Satz Dte von den diet Eckpuncten enies Dreiecks 
nach len Berührungspuncten des mbeschriebenen Ri etses gezogenen 
Transversalen scheiden sich in einem und demselben Puncte. (Fig. 59.) 
Beweis. Es seien im AABC die Berührungspuncte des 
eingeschriebenen Kreises: D, E, F, und die Geraden BE, CD, AF 
gezogen. Da allemal die Tangenten gleich sind, welche von deni- 
selhen Puncte an den Kreis gehen (s. oben Nr. 5) , so ist : 
AD:AE= 1:1 
BF-.BD = \:\ 

CE :CF= 1:1, folglich: 

AD.BF.CE-.AE.BD.CF = 1:1. 
Daher ist AD.BF.CE = AE.BD.CF, 

mithin schneiden (nach Hülfss. B.) die drei Geraden AF, BE, CD 
sich in einem und demselben Puncte 0. 
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XXVII. Salz. Wenn drei Kreise in einer Ebene liegen und 
man bestimmt zu je zweien den Durchschnittspiinct der Centrale 
und gemeinschaftlichen Tangente auf einerlei Seite beider Kreise, 
so liegen diese drei Durchschnittspuncle in einer geraden Linie. 
(Fig. 60.) 

Beweis. Es sei E der Durchschnitt der Centrale und Tangente 
der Kreise B und C, F der von A und C. Kann nun hewiesen werden, 
dass der Durchschnitt der Centrale und Tangente von A und B in die 
Verlängerung von EF fällt, so ist der S-itz dargethan; oder, was 
auf eins hinausläuft : wenn vom Durchschnitt D der Centrale von A 
lind B mit der verlängerten EF an B eine Tangente DH gezogen 
und aus dem Centro A ein Perpendikel p auf die verlängerle DH 
gezogen wird, so muss dasselbe gleich dem Halbmesser a des 
Kreises A und also i)^ gemeinschaftliche Tangente für Ä und B sein. 

Man ziehe BG^AF, so ist: 

EC-.EB = c:b = CF.BG. 
Da nun q: c = AFiCF, so folgt 

a : b = AF: BG. Da ferner 
AD:BD = AF-.BG, so ist auch 
a:b = AD: BD. 
Es sind aber p und 6 Peqiendikel auf Dil; daher ist 

p:b = AD: BD, 
mithin ist p = a. Hieraus ergiebt sich nun leicht die Richtigkeit 
des Satzes. 

Anderer Beweis. Sind D, ß, F die drei Durcbschnitts- 
puncte der Tangenten, so liegen diese mit den Mittelpuncten der 
Kreise, zu denen sie gehören, in gerader Linie. 

Es ist 3 



AD 


DB 


= n 


b 


BE 


EC 


= b 


e 


CF 


AF 


= t 


', i 



, daher 
AD.BE.CF:DB.EC.AF = 1 -. 1 ; 
folglich liegen die drei Puncte D, E, F (Lehrsatz des Menelaus 
nebst Converse) in einer geraden Linie. 

Erklärung. Unter dem Aehnlichkeitspuncte zweier beliebig 
liegenden Kreise versteht man einen Punct in der Cenirale beider 
Kreise, dessen Abstände von den Mittelpuncten sich wie die Halb- 
messer verhalten. 

XXVHL Satz. 1, Jede aus einem der Aehnlichkeitspuncte (A) 
zweier Kreise B und C gezogene Secante AI, schneidet von den 



y Google 



— 36 — 

Kreisen äknlicke Segmente ab, d.h. die den ähnlichen Bogen Gl, 
FH entsprechenden Centriwinkel sind gleich, und die an die End- 
punete der ähnlichen Bogen gezogenen Radien sind paarweise 
parallel. 

2. Zieht man aus einem aiisserhalb eines der Kreise lie- 
genden Aehnlichkeilspimcle eine Tangente an den einen Kreis, so 
ist sie auch Tangente an den anderen Kreis. (Fig. 61.) 

Beweis ad 1. Auf AI ßlie man die Perpendilte! BE, CD 
und ziehe die Radien SI, BG, CH, CF. Ua A ein Äehnlichkeits- 
punct der Kreise B und C ist, to hat man: 

AB:AC= BI:CH. Nun ist 
AB.AC — BE: CD, folglich 
Bi-.BE = CH-.CD. 
Da nun in den rechtwinkligen Dreiecken fl/ff, CHD zwei Seiten 
proportionirt sind, so sind dieselben (Eukl.VI. S.7) äfanhch. Daraus 
folgt: d = ff. Ebenso folgt, dass ABEG^ACDF und Z_G 
= F, folglich ist CF\iBG, sowie CH^BI. Demnach sind auch 
die Centriwinkel IBG, SCF gleich, oder, was einerlei, es sind die 
Segmente IG, HF ähnlich. 

Ad 2. Gesetzt, die von A an den Kreis C gezogene Tan- 
gente ÄS berührte verlängert den andern B nicht, so falle man 
aus C und B auf AST die Perpendikel CS, BT. Dann ist 

AB: AC =: ET: CS (e. c.) 
und - AB:AC= BU: CS (e. ft.), folglich 

BT:BU = CSiCS 
d. h. es muss BT = BU sein. Dieses kann aber nur bestehen, 
wenn der Punct T mit U zusammentalit, oder ASU eine gerade 
Linie ist und welche demnach den Kreis ß in ü berührt. Wollte 
man annehmen, die ,45 verlängert schnitte den Kreis B, so wurde 
sich derselbe Widerspruch ergeben, 
A nmerliung. Der Beweis für den FalJ, wo der Aehnlidilieitspunct zwischen 
den Kreisen licgl, wird dem Leser überlassen. 

Zusatz. Zieht man von A eine andere beliebige Secante 
Afhgi und verbindet die Durchschnittspnncte F,f; H,h; G,g; 
I,i; so ist F^tt Gg. BhHIi. 

XXIX. Satz. Berührt ein Kreis zwei andere Kreise, so lie- 
gen die beiden Berührungspuncte mit dem äussern oder innern 
Aehnlichheitspuncte der zwei letztem Kreise in gerader Linie, je 
nachdem die Berührungen gleich- oder ungleichartig sind. (Fig. 62.) 
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Beweis. Der Kreis M berühre die ungleichen Kreise B, C 
(von denen C der kleinere sei) in F und E, so ist zu beweisen, 
dass die durch F und E gelegte Gerade die verlängerte Centrale 
BC in einem Puncte Ä treffe, welcher der Äehnlichkeitspunct der 
Kreise ß, C ist. 

Gesetzt nun, die durch F, E gelegte Gerade treffe denÄehn- 
lichkeilspunct A nicht, sondern schneide die Centrale in A', so 
ziehe man von A durch den Berührungspunct E die Secante AEI. 
Zieht man ferner MB und MC, so niuss nach Satz 5 BG H MC 
sein. Es ist aber auch nach vorigem Satze ECHBl; demnach 
müsste BIH GB sein, welches nicht anders möglich ist, als wenn 
BI und BG zusammenfallen. Es kann daher die Verlängerung von 
FE in keinen andern Punct als A treffen. 

Derselbe Beweis passt auch für den Fall, wo der Kreis M 
die anderen B und C ungleichartig berührt, wozu die folgende 
Figur 63 dient. 

XXX. Satz, Berühren sich drei Kreise B, C. M von ansspn 
in D, E, F ujid man verlängert eine Centrale z. B. CB bis zum 
Durchschnitte A mit der durch die Beruh rungspuncte F, E gelegten 
Secante FÄ, so ist AB: AD = AD:AF. (Fig. 64.) 

Beweis. Durch die Puncte D, E, f beschreibe man einen 
Kreis , so ist (nach Satz 1 3) dieser der in das A CBM eingeschrie- 
bene Beruhningskreis , folglich AD eine Tangente desselben. Es 
ist also (EukI, ni. S. 3Ö) AD die mittlere Proportionale zwischen 
AE und AF. 

XXXI. Satz. Wenn zwei Kreise sich von aussen berühren, 
so ist: 

1) von jeder äusseren Tangente das zwischen den Bernhrungs- 
puncten, 

2) von der inneren gemeinschaftlichen Tangente das zwischen 
beiden äusseren liegende Stück 

die mittlere Proportionale zwischen beiden Durchmessern. (Fig. 65.) 
Beweis. M und A' seien zwei in E sich berührende Kreise; 

die äusseren Tangenten BA und LA mögen sich in A schneiden, 

so gehl die Centrale verlängert durch A und halbirt die innere 

gemeinschaftliche Tangente GH in £. 

Man verbinde die Berührungspuncte ß, C mit den Endpuncten 

der Durchmesser, so ist £^BEC = B, weil BH = HE= HC. Da 
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ferner ÄßC^Z» = C£F (Satz XSVIII ), so ist ADBEe^ ABEC 

~ A GEF; folglich hat man : 

ßE-.EB - BC:EC 

EB:BC = EC: EF, daher ist 

DE:BC = BC: EF. 



Vebnng:»- Aufgraben über Kreis- 
Berührnn^en. 

Nr. 1. Es sind zwei sich berührende Kreiäe, der Berührungs- 
punct, und yon einem derselben der Mittelpunct gegeben ; man soll 
hios mit dem Lineale den Mittelpanct des andern finden. 

Nr. 2. Es ist ein Kreis der Lage und Grösse nach gegeben, 
ferner die Lage einer durch den Miltelpunct gehenden geraden 
Linie. Man soll einen Kreis beschreiben, der von dieser Linie ein 
gegebenes Slück abschneidet und zugleich den gegebenen Kreis 
beröhrt. 

Nr. 3. An zwei der Lage und Grösse nach gegebene Kreise 
die möglichen gemeinschafi liehen Tangenten zu ziehen. 

Nr. 4. An einen gegebenen Kreis eine Tangente zu ziehen, 
die mit einer der Lage nach gegebenen Linie einen bestimmten 
Winkel macht. 

Nr. 5. An einen gegebenen Kreis zwei Tangenten zu ziehen, 
welche einen bekannten Winkel einschliessen. 

Nr. 6. Einen Kreis mit gegebenem Halbmesser zu beschrei- 
ben, der eine gegebene Linie berührt und dessen Mittelpunct 
a) in einer Geraden, 
h) in einer Kreislinie liegt. 

Nr. 7. An einen gegebenen Kreis mit gegebenem Halbmesser 
einen Berühningskreis zu beschreiben, dessen Mittelpunct sich in 
einer gegebenen Geraden befindet. 

Nr. 8. In einen gegebenen Viertelkreis einen Berührungs- 
kreis einzuschreiben. 

Nr. 9. In ein gleichseitiges Dreieck drei gleiche sich gegen- 
seitig berührende Kreise einzuschreiben, von welchen jeder eine 
Seile des Dreiecks berührt. 
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Nr. 10. In einen Kreis drei gleiche Kreise zu beschreiben, 
die sich gegenseilig und den gegebenen Kreis berühren. 

Nr. II. In ein gleichseitiges Dreieck drei gleiche Kreise 
einzuschreiben, die sicli einander und zugleich jeder zwei Seiten des 
Dreiecks berühren. 

Nr. 12. In ein gegebenes gleichseitiges Dreieck drei Halb- 
kreise zu beschreiben, welche sich einander berühren und zugleich 
jeder eine anliegende Seite berührt, während die Durchmesser in 
die Seiten fallen. 

Nr. 13. Es ist ein Viereck gegeben, bei welchem die Summe 
jedes Paares von Gegenseiten gleich ist; man soll in dasselbe einen 
Berührungskreis beschreiben. 

Nr. 14. Es ist ein Tangentenviereck gegeben ; man soll aus 
den Ecken als Mittelpuncten Kreise lieschreiben , welche sich je 
zwei berühren. 

Nr, lö. Es sind zwei Kreise ungleicher Grösse gegeben; 
man soll in der Centrale diejenigen Puncte linden, aus welchen an 
beide Kreise gemeinschaftliche Tangenten gezogen werden können. 
Nr. 16. Drei sich berührende Kreise zu beschreiben, deren 
Peripherien durch die Eckpuncte eines gegebenen Dreiecks gehen. 
Nr. 17. Auf den Schenkeln eines Winkels sind zwei Puncte 
in gleichen Entfernungen vom Scheite! gegeben; man soll zwei 
Kreise mit einer vorgeschriebenen Summe der Radien beschreiben, 
welche die Schenkel in diesen Puncteii und sich unter einander 
von aussen berüliren. 

Nr. 18. Es sind drei gerade Linien L, L', L" gegeben; 
man soll drei sich gegenseitig berührende Kreise mit den Radien 
r, r', r" so beschreiben, dass ein Miltelpunct c in L, der zweite 
c' in i', der dritte c" in L" fallt. 

Nr. 19. Es ist ein A ABC gegeben; man soll in dasselbe 
drei sich gegenseitig berührende Kreise mit den Radien r, r', r" 
so beschreiben, dass der Kreis mit r die Seite a, der Kreis mit 
r* die Seite b und der Kreis mit r" die Seite c berührt. 

Nr. 20. Beweise folgenden Lehrsalz: Errichtet man in den 
Endpuncten eines Durchmessers Perpendikel und zieht zwischen 
diesen eine beliebige Tangente an den Kreis, so bilden die Ver- 
bindungslinien des Mittelpunctes mit den Endpuncten der Tangente 
in jenen Perpendikeln einen rechten Winkel und sind den aus dem 
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BerühmngKpuiicte an die Enden des Durchmessers gezogenen Li- 
nien gegenseitig parallel. 

Kr. 21. Wie beweist man folgenden Lehrsatz : Sind an zwei 
aus einander liegende Kreise die beiden äusseren Tangenten und 
eine innere gezogen: so isl das zwisdien den Berührungspuncten 
einer äusseren Tangente liegende Stück ebenso gross als die zwi- 
schen liegende Tangente, wenn sie bis an die äusseren verlängert 
wird. 

Hr. 22. Wie wird folgender Lehrsatz bewiesen: Wenn >ier 
Kreise, jeder drei Seiten irgend eines Vierseits ausserhalb oder 
innerhalb berühren : so liegen die Mittelpuncle dieser Kreise immer 
in einerlei Kreisumfange. 



Das Probleiu des .Ipollonin« 

lautet : 

Einen Kreis zu beschreiben, welcher 

a) durch drei Puncle geht; 

b) eine gerade Linie berührt und durch zwei Puncte geht; 

c) einen Kreis berührt und durch zwei Puncle gebt; 

d) zwei gerade Linien berührt und durch einen Punct geht; 

c) eine gerade Linie und einen Kreis berührt, ausserdem durch 
einen Punct gehl; 

f) zwei Kreise berührt und durch einen Punct geht; 

g) drei gerade Linien berührt; 

h) zwei gerade Linien und einen Kreis berührt; 
i) zwei Kreise und eine gerade Linie berührt; 
k) drei Kreise berührt. 
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